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PREFACE 


Nous desironSj avant tout, expliquer pourquoi nous avons ose 
ecrire un livre sur les fonctions elUptiques, si peu de temps 
apr^s la publication du Traits que I’on doit a Halphen. II va 
sans dire que nous n’avons point la pretention de remplacer ou 
d’egaler Toeuvre de ce Maitre ; celle-ci est inaclievee ; mais la par- 
tie qui reste incomplete, qui etait attendue avec impatience par 
ceux qui aiment la Science pour elle-m^me et pour sa beaute 
propre, n'aurait pu avoir qu’un nombre restreint de lecteurs, que 
peuvent contenter, dans une cerlaine mesure, les beaux fragments 
publics par M. Stieltjes : il ne nous appartient pas de completer 
I’oeuvre d ’Halphen. 

C’estun livre beaucoup plus el^mentaire que nous avons tent^ 
d’^crire; ce sont les ^tudiants de nos Facultes que nous avions en 
vue : nous avons essaye de faire un livre qui se raccordat avec 
I’enseignement qui leur est donn^; s’ils peuvent, apres nous avoir 
lus, traiter des applications faciles et les pousser jusqu’au bout; 
si quelques-uns d’entre eux completent Jeurs connaissances dans 
le livi'e d’Halphen, s’ils ^tudienten particulier les belles applica- 
tions qui remplissent le second volume, s’ils se retrouvent sans 
peine dans les Formeln und Lehrsdtze ziim Gebrauche der 
elliptischen Functionen que M. Schwarz public d’apr^s les le- 
gons et les notations de M. Weierstrass, s’ils lisent les Mdmoires 
fondamentaux d’Abel et de Jacobi, s’ils pen^trent enfin dans la 
riche et admirable litt^rature des fonctions elliptiques et prennent 
en particulier connaissance des recherches de Kronecker et de 
M. Hermite, nous aurons entierement atteint notre but. 
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II nous reste a faire connaitre I’ordre que nous avons suivi. 

Nous avons reuni dans une Introduction les Elements de li 
theorie des series et des produits infinis qui nous out paru indis- 
pensables. Les propositions fondamentales de la theorie des fonc 
tions d’une variable imaginaire qui se deduisent de la consid^ra 
tion des integralesprises entre des limites iniaginaires, propositions 
dont nous ferons largeinent usage, ont ^te, dans cetle Introduc- 
tion, sjstematiquement laissees de c6t4 : elles sont, depuis long- 
temps, inscrites dans le programme de la licence ^s Sciences 
mathematiques; elles sont partout tres bien enseignees et sont 
developpees dans d’excellents livres, qui sont bien connus. On 
insiste souvent moins sur le role que jouent, dans la theorie des 
fonctions, les series ordonnees suivant les puissances entieres de 
la variable, bien que Cauchy ait mis pleinement ce r6le en lu- 
miere(^). II nous importait surtout d’ exposer avec detail quelques 
uns des resultats essentiels obtenus par M. Weierstrass. Cette 
Introduction, nous'esperons que beaucoup de nos lecteurs pour- 
ront se dispenser de la lire en entier; mais si, dans la suite, ils 
ont quelque inquietude sur la rigueur de certaines demonstrations 
cL transformations, ils pourront y recourir. 

Nous introduisons immediatement la fonction du sous forme 
de produit infini. Cette voie directe, qui est celle de M. Weier- 
strass, nous a paru naturelle et facile dans I’etat actuel de Fen- 
seignement. Les proprietes essentielles de cetle fonction et de 
celles qui en derivent sont developpees dans le present volj>«(Te 
Le volume suivant contiendra la theorie des fonctions et les 
iheoremes gendraux sur les fonctions doublement pmodiques, 
deduits pour la plupart de la proposition ceiebre--de/m. Hermite 
sur la decomposition en elements simples. II terminera ce qui se 
rapporte au Calcul diffirentiel. Nous exposerons dans le Tome III 
le probldme de Finversion, les theories et les precedes qui con- 
cernent Finiegration. Enfin, dans le dernier Volume, nous ddve- (*) 


(*) H y a longtemps M. M^ray I’a expose d’uae facon syst^matique 
dans son Precu et dans- une suite de beaux M^moires 
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lopperons quelques applications, d’une nature ^lementaire , se 
rapportant a des branches diverses de la Science. 

Un des ennuis de la theorie des fonctions elliptiques est dans 
la richesse m^me des fori.nales qn’elle comporte etquela memoire 
semble incapable de fixer. II faut po avoir renvojer a ces formules 
et les retrouver facilement ; nous avons adopte, pour les plus im- 
portantes, un systeme de numerotage auquel nous prions le lec- 
teur de vouloir bien s’accoutumer. II les retrouvera toutes, avec 
leurs numeros, dans un Tableau dont la premiere partie paraitra 
a la fin du CalcuL differ entiel : ce Tableau constituera comme 
un resume de la Theorie et facilitera beaucoup, nous I’esperons, 
la lecture et I’usage de notre livre. 

Les notations que nous avons adoptees au d6but sont, sauf 
quelques l^geres modifications sur lesquelles nous nous explique- 
rons tout a Theure, celles de M. Weierstrass; mais nous n’avons 
pas om devoir nous borner aux fonctions qu’il a introduites. Ces 
fonctions sont, d’une part, Ires propres a traiter de la facon la 
plus simple beaucoup d’appli cations, beaucoup de celles, en par- 
ticLilier, qui se rapportent ^ la G^om^trie et k la Mecanique. 
D’autre part, elles se pr^tent tres bien, en raison m6me de la 
fagon symetrique dont les p^riodes y figurent, a I’exposition d’un 
tres grand nombre de propri^tes, qui peuvent 4tre regard^es 
comme v^ritablement ^lementaires. II nous a done paru qu’elles 
constituaient un excellent point de depart. Mais, d’un autre c6t6, 
bien des propri^t^s, et des plus importantes, tant en Mg^bre 
qu’en Arithm^tique, n’apparaissent que lorsqu’on s^pare les p4- 
riodes : elles restent cach^es 1^ ou les periodes sont engag^es 
d’une fagon, symetrique. La oii importe cette separation des pe- 
riodes, d’aulres notations reprennent I’avantage. Nous avons 
done cru devoir laisser une place considerable a ces fonctions de 
Jacobi, dont on a dit qu’elles ne joueraient plus qu’un r61e his- 
torique : a la verite, ce r6le serait encore assez beau. II ne faudrait 
pas s’etonner si la multiplicite des notations se trouvait etre dans 
la nature des choses et s’il convenait d’en changer suivant les 
questions que Ton aborde. 11 semble d’abord que cette multipli- 
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cit6 soil une gene et un ennui, il se peut qu’elle soit une ri- 
chesse. Quoi qu’il en soit, nous avons mis tous nos soins a bien 
expliquer comment les diverses notations se raccordent les unes 
aux autres et a faciliter la lecture des principaiix M^moires et 
Trait^s. 

C’estle desird’une parfaite symetrie qui nous a conduits a ecrire 
(0^, (O2, 0)3 la ou M. Weierstrass ecrit o, — w'. Cette modi- 
jGcation n’altere pas les fonctions w, 0*2 u : elle per- 

met de condenser singulierement les formulas et d’en ecrire une 
seule lorsque, antrement, il faut en ecrire trois. Ce changement 
presente quelque inconvenient (^) : le plus grand, a nos yeux, 
est d’obliger a quelque attention le lecteur qui voudra se reporter 
Formeln und Lehrsdtze (^) de M. Schwarz. C’est au lecteur 
a juger si les raisons de .symetrie, qui nous ont decides et qui 
sont ^videntes, etaient assez fortes pour que nous nous pex'mis- 
sions de nous mettre un peu en desaccord avec cette belle publi- 
cation, qui pr^sente, a tant d’egards, un caractere definitif : c’est 
apres bien des hesitations que nous nous sommes resolus a ce 
leger changement. 

Paris, le 29 octobre 1892. 


Le lecteur, qui voulant se borner a un aper9u de la theorie et acquerir 
seulement les notions indispensables aux applications elementaires des 
fonctions elliptiques a la Mecanique, pourra, dans la partie du Galcul diffe- 
reniiel contenue dans ce Volume, se dispenser de lire les n®® 96 , 116 , 117 , 11 ^ 
et s'arreter a la fin du n°122. 


(’) Voir la note de la page 202. 



(“) Void le titre de I’^dition frangaise de ce Recueil : Forimdes et proposi- 
tions pour Venxploi des fonctions elliptiqueSj d^apres''d!^^egons et des notes 
manuscrites de M. K. Weierstrass. 
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INTRODUCTION. 

CHAPITRE I. 

DES S^vRIES ET PRODUITS INFINIS A TERMES CONSTANTS. 


I. — Series et produits infinis k simple entree. 

1. Si a designe im nombre r^el on imaginairej nous emploie- 
I'ons I’expression valeur absolue de a, que Ton reserve d’ ordinaire 
au cas on a est reel, avec le sens que Ton donne habituelJement, 
dans la theorie des nombres imaginaires, au mot module ^ qui a, 
ailleurs, des significations diverses : cette valeur absolue sera d^- 
sign6e par le symbole | a |. 

Nous supposons connues les propositions dUmentaires relatives 
aux series a termes r^cls ou imaginaires, la notion de convergence 
absolue, la possibilite de changer I’ordre des termes dans une 
serie absolument convergenie et de grouper comme I’on veut les 
termes d’une pareille s^rie, chaque groupe ne comprenant qu’un 
nombre fini de termes, enfin les regies relatives a Faddition et k la 
multiplication des series. 

T. etM. — .1. 
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Nous designerons par le symbole 

72 = 00 

72=1 

la somme d’une s^rie convergente 

Cti + ^2 . . . • 

Nous aurons souvent a considerer des suites de termes dans 
lesqiiels Vindice^ qui sert a distinguer les termes, pent prendre des 
valeurs entieres positives, nulles on negatives : une telle suite 
est donnee quand on se donne la loi qui determine chaque terme 
en fonction de I’indice. 

Supposons essentiellement qiie les deux series 

■+" "+■ ^2 '4" <3^72 H-..., 

^2—1 -H 2 4“ • • • 4” CL—n -4" . . • 

soient absolument convergentes ; nous representerons alors par 
Fun ou Fautre des symboles 


7Z=-|- oo 



72 = — OO 72 


le nombre obtenu en ajoutant les sommes de ces deux series ^ 
c’est encore, si Fon veut, la somme de la s^rie 

^o4^ (^1 4- Cl—i ) -f“ (C22 4“ 4-. . . H- (^^72 4- Of—n) 4- . - . , 

dont le (/^ -t- terme est an-^a„n' On pourrait d’ailleurs 
grouper les termes d’une infinite de manieres. 

On a besoin quelquefois d'exclure de la sommation un ou plu- 
sieurs termes de la suite, le terme par exemple : on emploie 
alors des signes particuliers que nous indiqiierons plus tard, 

II peut etre utile de faire observer que^hk,fe2i^dont nous avons 
precis^ la signification des pr^c^denls symboles rend incorrectes 
quelques expressions dont Fusage est courant et dont nous nous 
servirons nons-memes k Foccasion quand elles ne pourront causer 



SfiRIES ET PROBUITS INFINIS A TERMES CONSTANTS. 


3 


aucune ambiguity : dire que la s^rie 

n 

est convergente ou absolument convergente semble inutile, puis- 
que, autrement, I’emploi du symbole serait ill^gitime : dire que 
cette s4rie est divergente est encore plus incorrect. Dans ces fa- 
gons de parler, ce n’est pas a la somme de la serie qu’il faut pen- 
ser, mais uniquement a la loi de succession des termes de la serie. 
Pour que le langage fut irr^prochable, il faudrait employer des 
mots dilF^rents. 

2. Nous allons donner maintenant les propositions elemen- 
taires relatives aux produits infinis (^). 

Considdrons la suite infinie 

et posons 

On aura ^videmment 

V n — P ji—l — Ufi P /i— 1 5 

P/i = l -i- CCi-\- • • - -h Clji P n— 1 , 

de sorte que, grandissant ind^finiment, l?a tendra ou non vers 
une limite suivant que la serie 

I -f- Cti “f" ^2 Pi • • • “1” P n-~l P n • • • 

sera convergente ou non, et cette limite, si elle existe, sera la 
somme de la s^rie. 

Si cette sdrie est convergente, le produit injini 

(i-H ai) (I -i- ^ 2 ) • • • (H- . . . 

a done un sens et Ton peut lui donner pour valeur la somme de (*) 


(*) On pent consulter sur ce sujet le Traite Analyse de Cauchy et le M^- 
moire de M. Weierstrass : Ueber die Theorie der analytischen Functionen 
{Crellej t. 51); nous empruntons Temploi de la s^rie que nous nommons 4qui- 
valente ^ M. Mittag-Leffler {Acta mathematical t. I, p. 3o). 
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cette serie est dite equivalente aa produit infini, ai, 
... sont les termes du produit infmi; i + a,, 
.-rcc-., .../i + O/i, ••• en sont les facteurs. Toutefois, afm de 
coTseJver' aux produits infinis les proprietes essentielles d’un 
nombre limite de facteurs, nous ne laisserons pas a la notion de 
produit infini la gendralit^ qui precede. 


4 

la serie 

rto, ... 

I 


3. Avaat de preciser les restrictions qui vont etre apportees a 
cette notion, consid4rons le cas ou chacun des termes est reel, 
positif oil mil. Les nombres ?<, Pa, • •• » P «5 • ■ • sont alors posi- 
tifs et au moins egaux a un; la s4rie a termes positifs, Equivalente 
au produit infini 

IH- «i-4- a2Pi-H* • . • , 


ne pent etre convergente que si la s6rie 

(z^ ■+■ • • . ^ii • • * 

est elle-mEme convergente. REciproquement, si cette derniere se- 
rie est convergente, Pn tend vers une limite quand ii augmente 
irid^finiment. 

En effet, lorsque n augmente, P„ ne pent qu’augmenter; afin de 
prouver que P^ a une limite pour « infini, il suffit done de prouver 
que Prt reste loujours infErieur a un nombre fixe. Or imaginons 
qu’on dEveloppe le produit 

( I -h EX 1 ) ( I H- EZg ) . . . ( I “H EX/i ) 

et qu'on I’ecriYe 

I ^ J 4- (f/g -j- . . . -f- -h (Xi <^2 4- . . . -H EXi ^2 • • • EX/i ; 


en posant 


A/t = EXj EX2 -4" Ctii 


et en designant par A la somme de la sErie convergehte 


(X 1 -{- <X2 . 4” EX/i H- . . . , 


on voit de suite que Ton a 
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et la proposition est ainsi demontr^e. II est a peine utile de dire 
qiie la serie ^quivalente au produit infini, dans laquelle la somtne 
des 71 q- 1 premiers termes est egale a P,?, est alors convergente. 

Ainsi, lorsque les nombres . .. sont posilifs ou 

mils, la condition necessaire et suffisanle pour que 

P« = (n~^i)(i-+-^z2)...(n-a7i) 

ait une limite pour n infini est que la serie 
«! -+- a2 -4- . . . -h Cl (I *4- . . . 

soit convergente. S’il en est ainsi, cette limite, qui est la valeur 
du produit infini 

(i-f- ai)(i-h ci'i) . . . (i •+• cifi) . , 

se reprdsente par le symbole 

n = oo 

n=l 

4 . En supposant qu’on se Lrouve dans les conditions prec^- 
dentes, nous aliens ddmontrer que la valeur du produit infini est 
independante de I’ordre de ses facteurs. 

Supposons, en effet, que, en rangeant d’une fagon qaelconque 
les termes (tous positifs) de la suite 




on obtienne la suite 

bi, bi, 

et soit 

b. 


Tl~ to 


P = Cln)* 

n=l 


Le produit d’autant de facteurs que Ton voudra pris, chacun une 
fois, parmi les nombres i -f- ou i + bn, est inf^rieur a P; done 
te produit infini dont le facteur est i •+• &« est convergent et 
sa valeur est an plus egale k P. D’autre part, si Ton choisit arbi- 
trairement un nombre Q plus petit que P, on pent determiner un 
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entier positif h tel que le produit 

(l-f- ) 

soit plus grand que Q; si la suite 

h, h, bic 

contient tons les termes de la suite 

7 ^2 3 • * • 5 } 

le produit 

(l-H 

depassera Q; done la valeur du produit infini 

(l -+- 6i)(l + 62 )***(*“^“ ^/i)* '* 

ddpasse Q : elle est done egale a P. 

5 . Supposons maintenant que a^5 aaj ‘..j <^/2? ••• soient des 
nombres quelconques, r^els ou iraaginaires : nous dirons que le 
produit infini 

(IH- ai)(n~ a2)- - (i-H ' • 
est absolument con^ergenty si la serie 


-}- <352 ■+"••• ~l“ H- • • • 

est absolument convergente. 

Nous aliens montrer que le produit des n premiers facteurs 
d’un produit infini absolument convergent tend vers une limite 
quand n augmente indefiniment. Cette limite, qui est la valeur du 
produit infini, se repr^sente encore par le symbole 

00 

jq(n-a«). 

71 = 1 

Nous montrerons, en outre, que cette valeur ne depend pas de 
Tordre des facteurs et qu’elle ne pent etre nulle que si Tun des 
facteurs est nul. Nous emploierons d’ailleurs, pour les produits 
infinis comme pour les series, les memes expressions incor- 
rectes (n°l) consacr^es par Tusage. 
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6. Faisons d'abord la remarque suivante : Si, dans un poly- 
nome entier en , a2, ... 5 ccn^ a coefficients r^els et positifs, on 
remplace <22, ^ an par leurs valeurs absolues, on obtiendra 

la somme des valeurs absolues des termes de ce polynome, et 
cette somme sera superieure ou egale a la valeur absolne du po- 
lynome. Or ie polynome 

I Cl>\ ”4- Cl% -4- . . . H— dji "4“ ^1 ^2 • * • ‘4" ^2 • • * : 

que Ton obtient en efFectuant le d^veloppement de P/z, a ses coef- 
ficients positifs : de m^me, si m d^signe un entier plus grand 
que n, on voit de suite que le developpement effectue de Vnt 
contient, outre les termes qiii figurent dans P/z, d’autres termes a 
coefficients positifs; il en r^sulte que, si Ton regarde Vm — P/z 
comme un polynome developpe et r^duil, les coefficients de ce 
polynome seront positifs. De la resultent les consequences sui- 
vantes : 

Si Ton d^signe en g6neral par P^ le r^sultat obtenu en rempla- 
gant, dans P;zj as, ..., par leurs valeurs absolues, on aura 

Pn^lPnl, Pin — P« = lPm-“P^l 

il est k peine utile de dire que P^ — P^ est positif ou nul. Des 
inegalites analogues ont evidemment lieu, si Ton considere, a la 
place de P^zz, P,z, des produits formas avec un nombre fini de fac- 
teurs pris dans le produit infini, mais qui ne son! pas les premiers 
facteurs de ce produit, pourvu que la premiere expression con- 
tienne tons les facteurs qui figurent dans la seconde. 

Ceci pos6, puisqu’on suppose convergente la s^rie a termes po- 
sitifs ou mils 

n = » 

n = l 

le produit infini, a termes positifs ou nuls. 


JJ(n-|a„|) 

n=zl 

est convergent ; soit P^ sa valeur. Puisque PJ^ admet une limite 
pour n infini, a cbaque nombre positif e correspond un entier po- 
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sitif p, tel que I’on ait 
sous les seules conditions 

on en conclut, d’apres la remarqiie pr^cedente, que, sous les 
m ernes conditions, on a 

I P ^ Pv I < ^ 

et, par consequent, admet une limite pour n infmi. G’est la 
premiere des propositions annoncees. 

7. Cette limite est ind^pendante de Fordre des facteurs. 
Supposons en ejBFet que, en rangeant autrement les termes de 
la suite <^ 2 , cc/u .«.? on obtienne la suite , ^> 2 j •••7 
Le produit infini 

72=00 

72 = 1 

sera convergent et aura pour valeur (n° 4) ; d^signons en g^n 6 ral 
par le produit de ses n premiers facteurs et par le produit 
des n premiers facteurs du produit infini 

72 = 00 ' 

72 = 1 

produit infini qui est absolument convergent puisque la serie 

n~ 00 

72 =1 

est convergente, et dont il faut montrer que la valeur est ^gale a 
celle du produit infini 

72 = 00 

JJ (! + ««)• 

72 = 1 

Puisque les deux produits infinis 

72 = 00 72 = 00 

JQ|[ (1+ I an\)i J[J[ (l I ^n\) 

72 = 1 72 = 1 
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ont la meme valeur, on pent faii’e correspondre a cliaqxie noinbre 
positif £ un entier positif p tel que Ton ait 

sous les seules conditions u. > jt?, v >/?. Or si Ton suppose ja assez 
grand pour que tous les facteurs qui figurent dans Py figurent 
aussi dans Qjj,, on aura, d’apres ime remarque anterieure, 


et, par suite, 


iQsx“Pv|<q;.-p; 

1 QtJ- — Pv 1 < £. 


Si done Ton fait croiLre p. indefiniment, on aura, en d^signant 
par Q la limite de pour pi infini, 

IQ-Pvlis, 

et enfin, en faisant croitre v indefiniment, 

lQ-P|Ss. 

C’est ce qu’il fallait demontrer. 

8, II reste enfin a prouver que, si la s^rie 


2 

n-=:l 

est convergente, le prodiiit infini 

n — to 

p = J][ (I -I- an) 

n~l 

ne pent elre mil que si Tun de ses facteurs est nuL 
Supposons d’abord que Ton ait, quel que soit n, 

\c('n\<l\ 

nous allons montrer que P ne pent dtre nul. On a, en effet, en 
conservant toujours les m^mes notations. 




10 


INTRODUCTION. 


d’aiileurs le produit infini 





est absolument convergent : en effet, les series a termes positifs 


2 

M = 1 


I -h an 


2 l««l 

n=l 


sont convergentes en meme temps, puisque le rapport des termes 
de rang n dans ces deux series est 1 1 -4- ]? quantity qui a pour 

limite runite quand n augmente indefiniment. II resulte de la que 
le produit des n premiers facteurs de ce produit infini tend vers 
line limite; par consequent, Ptz tend vers une limite qui rn! est pas 
nulle; c’est ce qu’il fallait ^tablir. 

Nefaisonsmaintenantaucune restriction sur les facteurs i + a/z, 
en supposant toujours convergente la serie 

72=X 

^ I I • 

/! = ! 

Si Ton suppose m >• /i, on a evidemment 

(i -I- iZi) (l-h ^2). . .(n- an) X (n- an-^i){l -!- Un+t)- . .(l + 

d’ou, en faisant gran dir m indefiniment, 

v = » 

p = (i-h ai)(i -4- ^ 2 ) . . . (i-H an) n ( l -+- ) ? 

V = 1 

or, puisque I’on a 

lim. «»=: o, 

^=00 

on peut prendre n assez grand pour que Pon ait, quel que soit v, 

I ^/^4■V I ^ i 

des lors le produit infini 

V = « 

(l -h 

V = 1 
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aura une valeur differente de zero; P ne pourra done 4tre mil que 
si le produit 

( IH- a 1 ) ( I -h a 2 ) . . . ( IH- a ) 

est mil, et, par consequent, si Pun des facteurs 

iH-ai, H-a2, l-han 

est nuL C’est ce qu’il fallait d^montrer. 

9. Nous ajouterons encore la remarque suivante, relative a la 
possibilite de grouper les facteurs d’un produit infini absolument 
convergent. 

Tout d’abord, si a^, ao, . * • , • • . sont des nombres positifs 

ou mils, on apercoit immediate in ent la v6rit^ de la proposition 
suivante : 

Soient no, ... des entiers positifs croissants; po- 

sons 

) = I 4- , 

(l -h ) (14- • • • (l 4- a/zs) = I 4- 62 , 


(l -4 ) ( I 4- ... (l -i- arip ) — I 4- , 


Si le produit infini 

72 :=r 00 

72 = 1 

est convergent, il en sera de m^me du produit infini 

P—CO 

JJ(H-6p) 

P=1 

et les deux produits infinis auront la m^me valeur. C’est une con- 
sequence immediate des definitions. 

Supposons ensuite que le produit infini 

72 = eo 

n=l 

soit absolument convergent, les nombres ccni **• 
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etant d’ailleurs reels ou imaginaires, et designons par I + 

I 4- B25 . . . , I -f- Bjo, . . . ce que deviennent les premiers membres 
des (§galites qui d^finissent i H- , i H- ^2? * • • ? 1 + • • • quand 

on y remplace ^1,^0, . . . , anp-, • - • par leurs valeurs absolues. 
L’6galit6 

bi — Cii — H Ctf) * "T” ■ * • 

et les ^galites analogues montrent que Ton a 
Ba^l^al (a = i,a, . . 0- 

Le prodait infini 

pmeo 

JJ(H“ 1 Clp ) 

p = l 

etant convergent par hypothese, il en sera de m^me, en vertii de 
ce qui a el 6 ^tabli plus haut, du produit infini 

00 

nc + e,): 

P =1 

la convergence de la s6rie 

p = 00 

p=i 

qui resulte de la convergence du produit infini precedent, entrame 
la convergence de la s^rie 

pz=oa 

p=l 

on voit done d’abord que le produit infini 

p=i 

est absolument convergent. Mais il est manifeste que le produit 
des p premiers facteurs de ce produit infini, qui est forme des rip 
premiers facteurs du produit infini 

71 = 00 

71=1 
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ue peut avoir d’ autre limite que la valenr de ce dernier produit 
infini; on peut done, dans ce produit infmi, grouper les facteurs 
comme il a ete explique. D’ailleurSy puisqne, dans un produit in- 
fini absolument convergent, on peut changer I’ordre des facteurs, 
on voit que le groupement des facteurs peut etre fait d’une facon 
arbitraire, pourvu que chaque groupe ne contienne qu’un nombre 
limite de facteurs. 

10. Ainsi les propidetes essentielles des produits d’un nombre 
limits de facteurs se conservent dans les produits infinis absolu- 
ment convergents. II n’en est pas de meme des produits infinis qiii 
ne sontpas absolument convergents. C’est pourquoi nous ne con- 
sidererons ici que des produits infinis absolument convergents et 
e’est la la restriction que nous avons annoncee. 

Nous adopterons pQur les produits infinis absolument conver- 
gents des notations analogues a celles que nous avons adoptees, 
pour les series. Ainsi, si les deux series 


-1- -i- . . . ctfi 4- . . . j 

CX— 1 H- Cl— 2 4“ . . . -H Ci—fi 4^ . . . 


sont absolument convergentes, nous representerons par le symbole 


le produit des valeurs des deux produits infinis 


17 = 00 

J[ J[ (i 4- a/i)? 

n=z0 


n = 00 

J Jj^ (i 4- a-n); 

n=i 


on aura d’ailleurs 

n = oo 

n (1 + a„) = (H- flo) n [(n-a„)(n-a_„)] 

n n = l 

el Ton pourrait adopter une infinite d’autres modes de groupement 
des facteurs. 
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II. — Series k double entree. 

H. Nous avons consid^re jusqu'ici des suites 

^2} . . . j * • * * 

de nombres qui dependent uniquementd’un indice, cbaque indice 
indiquant le rang que le nombre qui en depend occupe dans la suite : 
nous aliens maintenant considererdes ensembles infinis de nombres 
dont chacun depend de deux indices ; un quelconque de ces nom- 
bres sera represent^, par exemple, par le symbole a, [3 etant 
des nombres entiers. Donner un pareil ensemble, e’est donner la 
loi qui determine un terme quelconque lorsque Ton connait ses 
deux indices et leur ordre. On pent d’ailleurs supposer, sur les 
indices a, qu’ils peuvent prendre ind^pendamment toutes les 
valeurs entieres et positives, ou toutes les'valeurs entieres posi- 
tives, nulles ou negatives; on pent aussi supposer que Tun d’eux 
ne prend qu’un nombre fini de valeurs, ou encore convenir d’ex- 
clure telles combinaisons d’indices que Ton voudra, d’apres une 
loi arbitraire. 

Si Ton imagine un plan ind^fini decompose en carr^s par des 
parall6les a deux axes rectangulaires, distantes de Punite de lon- 
gueur, de telle fagon, par exemple, que le centre de Pun des carres 
soit a Porigine et que les coordonnees de tous les autres centres 
soient deux queiconques des nombres o, ±: i, dz 2, 3 , . . . ; on 

pent inscrire cbaque nombre dans celui des carres dont le 
centre a pour abscisse a et pour ordonnde § ; on aura ainsi con- 
stitue un tableau d double entree; des cases en nombre fini ou 
infini peuvent d’ailleiirs rester vides. 

12 . II convient tout d’abord de remarqiier qu’un tableau k double 
entree ne constilue pas quelque chose d’essentiellement distinct 
d’une suite inddfinie de nombres ranges lineairementy ou dont 
chacun ne d^.pend que d’un indice (^). En d’ autres termes, ^tant 
donn6 un tableau a double entree de nombres aa,p, on pent 
en ranger les 6ldments dans une suite lin^aire 60 60, . . . , bn^ . . . 


(^) C’est 14 un cas partlculier de propositions gdnerales d^velopp^es par 
M. Cantor. 
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de telle fagon qu’on pulsse trouver pour chaqiie element du 
tableau le terme h,i qui liii est ^gal et r^ciproquement. 

Consid^ronSj en efFet, les divers systfemes (^) non exclus de 
deux nombres entiers (a, p); nous aliens montrer qu’on peut 
dtablir entre ces systemes et les nombres entiers positifs 1,2,..., 
n, ... une correspondance telle que, k ebaque systeme, corresponde 
un entier positif et un seal et que, a chaque nombre entier positif, 
corresponde un systeme non exclu etun seul; une correspondance 
satisfaisant a ces conditions est dite unwoque et reciproque. Cette 
correspondance etablie, il suffira de convenir que I’on a 

toutes les fois que le systeme (a, ( 3 ) et I’entier positif n se cor- 
respondent, pour avoir transforme le tableau a double entree en 
une suite lineaire, 011 la suite lindaire en un tableau a double 
entree. 

Quant a la possibility d’etablir une telle correspondance, on la 
mettra en evidence, si Ton veut, comme il suit. 

Essayant de ranger sur une m^me ligne tons les systemes diffe- 
rents non exclus, on conviendra, par exemple, de placer sur cette 
ligne le systeme (a, p) avant le systeme (a^, [ 3 ') si la somme des 
valeurs absolues des nombres a, ^ est inferieure a la somme des 
valeurs absolues des nombres a^, il ne restera plus alors qu’a 
indiquer comment on range sur cette ligne ceux des systemes non 
exclus pour lesquels la somme des valeurs absolues des nombres 
qui les composent est egale a un nombre entier positif donn^ N. 
Or ces systemes sont en nombre yvidemment fini, et Ton pourra 
adopter pour les ranger telle loi que Ton voudra; en supposant, 
par exemple, que I’on ait 

on pourra convenir de placer le systeme (a, [ 3 ) avant le systeme 
(a\ si la premiyi'e des differences al — a, ^ qui n’est pas 
nulle est positive. Deslors tons les systemes possibles sont range's 


(^) Nous entendons par systeme de deux nombres Tensemble de ces deux 
nombres, ensemble dans lequel il faut tenir compte de I’ordre de ces nombres. 
Deux systemes de deux nombres sont identiques si les ^l^ments de ces systemes 
sont les m^mes et sont ranges dans le m6me ordre. 
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d’line fagon determinee; d’abord vient le syst^me (o, p) s’iln’est 
pas exclu, puis les systemes (— i , o), (o, — t), (o, i), (i, o), puis 
ceux pour lescjucls la somme des valeurs absolues des eleuaents est 
egale a deux, puis les systemes pour lesquels cette somme est egale 
a trois, etc.; il suffit maintenant de falre correspondre cbaque 
systeme a son rang dans la suite Hneaire ainsi formee pour realiser 
la correspondance univoque et reciproque dont il a ^te parl^ plus 
haul. 

On voit tout ce qu’il y a d’arbitraire dans la fa^on dont on a 
etabli cette correspondance et il est manifeste qu’elle aurail pu ^tre 
etablie d’une infinite d’autres fagons. En particulier, la represen- 
tation geometrique qui a ete d^crite precMemment fournit aise- 
ment des moyens de realiser cette correspondance ou, ce qui revient 
au m6me, de designer sans ambiguitd cbaque case du tableau par 
im seul en tier positifau lieu de la designer par les deux entiers a, p 
qui sont les coordonnees de son centre; on donnera, parexemple, 
le n° I a la case (o, o) qui contient Forigine^ puis, tournant une 
premiere fois autour de cette case k partir du carre qui a son centre 
siirlapartie positive de Taxe des x, on affectera des 2, 3 , 4 ; 
3, 6, 7, 85 9 les huit cases (i, o), (i, i), (0, i), (— i, i), (— i, 0), 
(0, — i), (i, — i); puis, tournant une seconde fois 
autour des cases pr^cedentes, on donnera les n*^® 10, ii, ..., 25 aux 
seize cases (2, o), (2, i), . . (2, — i). On continuera de la m^me 
fagon; au tour on affectera des n°® 

(ar — (2r — 2 , (2r-i-i)2, 

les 8r cases que Ton rencontre. 

Dans tous les ensembles de nombres ^a, p que nous consi- 
derons, nous supposerons toujours, pour simplifier le langage, 
que les indices a, [3 puissent prendre toutes les valeurs entieres 
positives, nulleset negatives, sans exclusion. On devra alors poser 
0 quand le systeme particulier (a, P) est exclu, ou bien, si 
Fon pr^fere ne pas introduire ces termes mils, on supprimera, 
dans les sommations dont il va ^tre question, les termes qui 
correspondent aux systemes d’indices (a, p) exclus, 

13 . Soit done un ensemble de nombres Supposons qu’on ait 
adopte entre les divers systemes (a, p) formas avec deux nombres 
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entiers positifs, nals ou negalifs et les nombres entiers posilifs 
T, 2, /i, ... une correspondance univoque et reciproqiie 

telle qiie I’une de celles qui ont 6t6 d^crites plus haut, puis que 
I’on fasse 

toutes les fois que le systeme (a, P) et le nombre n se correspon- 
dent; alors la suite lineaire 

bi, bn, ... 

contiendra une fois cbacun des nombres ^ et ne contiendra pas 
d’autres nombres. 

Inversement, etant donn^e une pareille suite lineaire, on peut en 
disposer les elements dans un tableau a double entree. 

Supposons d’abord que tons les nombres p et, par suite, 
tons les nombres bn soient positifs ou nuls. 

On dira que ces nombres aa, p sont les tej'mes d’une serie con- 
oergente d double entree, si la somme d’autant de termes qne 
I’on veut pris parmi ces nombres, cbacun n’elantpris qu’une fois, 
reste ton jours inferieure a un nombre fixe A; des iors il est clair 
que la s^rie a termes positifs ou nuls 

-4- ^2 bn -h . . . 

est convergente et que sa somme S est au plus egale a A. 

R^ciproquement, si cette derni^re serie est convergente et a 
pour somme S, la s^rie a double entree est aussi convergente, 
d’apr^s la definition precedente, puisque la somme d’autant de 
termes que I’on veut pris dans le tableau a double entree est 
inferieure a S. On peut d’ailleurs prendre, dans la suite , 
60, . . ., &/2, . . ou dans le tableau, assez de termes pour que 
leur somme d^passe tel nombre que I’on voudra, inferieur a S. II 
en r^sulte qne la somme S est independante du mode special de 
correspondance que Ton a adopts entre les systemes (a, j 3 ) et les 
entiers positifs n. C’est le meme raisonnement que I’on emploie 
pour prouverque, dans une s^rie convergente a termes positifs ou 
nuls, on peut intervertir I’ordre des tex'mes; c’est, au fond, le 
m^me theoreme. 

Nous dirons parfois que S est la somme de la serie a double 
entree. 

T.etM. -T. 
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14. Ceci pose, on va prouver les propositions suivantes : 
1 ° Les series a termes positifs ou mils 




sont convergenles. 

Nous rappelons, ime fois pour loutes, ce qui a ete dit au n° 1 , 
qu’un pared symbole designe le nombre obtenu en ajoutant les 
soinmes des deux series 


(>) 


2 ° Soit 


—1 ^a, — 2 -+-••• + " 1 “ • 

P 


la serie di termes positifs ou nuls 




1 


^cc 


OL 


est con\>ergente et sa somnie est egale a S. 


Les series (i) sont convergentes, comme toutes celles dont les 
termes figurent, chacun line fois an plus, dans la suite , & 2 ? * • • , 
hii^ . . . , et leurs sommes sont, au plus, egales a S. L’emploi des 

symboles ^st done legitime : il est commode de dire 

que So, repr^sente la somme de tons les termes du tableau a 
double entree qui figurent dans ime meme ligne horizontale. 

Soient p et q deux entiers positifs. Designons par le sym- 
bole s^^q la somme 


S = 


—q “1" ^a, —^•+■1 4" • . • + o ^ot.^ i ^a ,2 -H . • . h- ctix, q 


il est clair que les nombres tons infdrieurs a S, vont en aug- 
mentant quand a reste fixe et que le nombre positif q va en aug- 
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mentant; quand ce nombre augmente indefiniment , a pour 

limite 

Designons par le symbole dp^g la somme 


a=-hp 

a^-p 


^1, (7“i“ - 5* 


dp^q peut aussi 6tre regards comme la somme de tous les nombres 
dans lesquels le premier indice est, en valeur absolue, infe- 
rieur on ^gal a p et dont le second indice esfc, en valeur absolue, 
inferieur ou egal a q. Ce nombre, positif ou mil, dp^g^ est done 
aussi au plus egal a S, quels que soient p et q, D’ailleurs, dp^q ne 
pent qii’aller en augmentant quand Fun des indices augmente ; 
lorsque, /) restant fixe, q augmente indefiniment, dp^q tend done 
vers une limite au plus %ale a S. Cette limite n’est autre chose 
que la somme 


a=-i-p 



a=-p 


par consequent, la somme d’autant de termes que Ton voudra, 
pris, chacun une fois, parmi les nombres est au plus egale 
kS. II en resulte que la serie 


2 




a 


est convergente, et que sa somme est au plus ^gale a S. II est aise 
de voir qii^elle est predsement ^gale k S, car elle d^passe tout 
nombre B inferieur a S. On peut prendre, en effet, dans le ta- 
bleau, assez de termes pour que leur somme depasse B, ce qui 
revient a dire qu’on peut prendre p et q assez grands pour que 
dp^q depasse B; mais la limite, pour p infini, de dp^ ne peat pas 
etre inferieure kdp^q- cette limite est done superieure a B. 

On a done, en resume, 


Oi =+ 00 OC rr-f" oo / [j oo \ 

s = 2 2 ( 2 ““’O' 


a=- 


a=— oo \p = — 00 


II est clair que, au lieu de faire la somme des termes conte- 
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nus dans ctaque ligne horizontale, puJs la somme 

a=+oo 

a=— « 

de touies ces sommes parlielles, on anrait pu anssi bien faire la 
somme de tons les termes contemis dans cbaque ligne verticale, 
puis la somme de toxites les sommes partielles ainsi obtenues, En 
d’autres termes, on a aussi 

/a = 4-co \ 

P =— 00 \a =-00 / 

On 6crit souvent, d’une fagon plus abr^gee, 

S 

a, p 


en n’indiquanl pas I’ordre dans lequel s’effecluent les somma- 
lions. 

R^ciproqneraent, si, ^tant donn^ le tableau de termes positifs 
on nuls les series 5^=2 sent convergentes, ainsi que 

la serie 2 ^ai que I’on designe encore par S la somme de cette 
a 

derniere sdrie, on voit de suite que la s^rie a double entree est 
conYcrgente , parce que la somme d autant de termes que 1 on 
veut, pris dans le tableau, ne peut d^passer S; alors la s^rie 

-f- . . . -H . 

est forc^ment convergente. Sa somme est done dgale a S, d’apres 
le th6or6me qui \ient d’etre d^montr^. 

15. Pla?ons-nous maintenant dans le cas gdndral on les noin- 
bres ao!,p sont quelconques, r^els ou imaginaires. 

On dira que la s^rie a double entree, dont les termes sont aa,p, 
est absolument convergente, si la sdrie a termes positifs ou nuls, 
dont les termes sont | (aa,p [3 est convergente. 
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Supposons qu’il en soil ainsi ; la serie 


2 I 


dont les termes sont toujours les nombres p ranges dans ime 
suite lin^aire, est alors absolument convergente. D^signons-en 
encore la somme par S, et.soit SMa somme de la sme a termes 
positifs oil nuls 

I ^i| -h 1 -f-. . .-I- 1 


On a alors les theoremes suivants ; 

1° Les series 

p 

sont absolument comer gentes. 

Cela r^sulte imm^diatement de ce que Ton a demontr^, dans le 
niimero precedent, que les series 




sont convergentes. 
a® Soit 

La serie 


S(x 


“2 




est absolument comer gente, et sa somme est egale d S. 

Si Ton pose, en efFet, p q d^signant toujours des nombres 
entiers positifs quelconques. 



P=+7 

= ^ 

11 

P=-<7 


a=:+;7 

0L—+P 



(X=—p 

a=-p 
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il est clair que Port aura, pour chaque entier positif p et chaque 
entier positif 

I ^a, ? 1 = ^a. <7> I = 

d’ailleurs ia est la limite, pour q infini, de Sa,?- Si done on de- 
signe par la limite, pour q infini, de 4.?) on aura necessaire- 
ment 

lsalS4- 

Mais, d’apr^s le 'paragraplie pr6c4dent, la s^rie a termes positifs 
ou nuls 

a 


est convergente; done la s6rie 

a 

est absoliiment convergente. II reste a prouver que sa somme est 
^gale a S. 

Or si, apr^s avoir cLoisi les entiers positifs p et on choisit 
rentier positif m, snperieur a tons les entiers positifs qui corres- 
pondent a ceux des systemes (a, p) pour lesquels on a 

il est clair que la difference 

-H ^2 — ^P,(I 

ne sera autre chose que la somme d’un certain nombre de termes 
dll tableau ^a, pj atira done 

j bi ■+• b^-h . • - -+- bjji — 0^/7, g- 1 = 1 1 “1“ 1 ^2 1 “f” • • • ”t“ 1 1 

le second membre etant, de lui-meme, positif ou nul. Faisons 
croitre m ind^finiment; cette inegalite ayant toujours lieu, on en 
deduira 

I S — ^ S'— 

si Ton fait ensuite croitre q indefiniment, dp^q et ^ tendront 
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respectivement vers leurs limites 


a=-tp a=4-p 



a=—p ^~-p 


et Ton aura done 

Is-cTpi^s'-tf;. 

MaiSj lorsque p augmente indefinimentj a pour limite S'; il 
faut done que dp ait pour limite S. En d’autres termes, on a 

a=:H-oo ^p=-l-flo 



II est a peine utile de faire observer que I’on pourrait effectuer 
les sommations partielles par lignes verticales, au lieu de les effee- 
tuer par lignes horizontales, et eneore d'une infinite d'antres ma- 
ni^res, en raison de ee que la correspondance entre les sys- 
lemes (a, |3) et les entiers positifs 1,2, . . . , /i, * . . est arbitraire, 
ou encore, en raison de ce que les termes de la serie 

b\ -h b^-\- . , .-t- b}i-\- , . . 

peuvent ^tre ranges arbitrairement. Au fond, on est parvenu a ime 
generalisation complete dii tlieoreme sur la possibilite de grouper 
arbitrairement les termes d’une serie absolument convergente, la 
restriction que le nombre de termes contenus dans chaque groupe 
est fini ^tant supprim^e : il peut y avoir un, plusieurs, une infi- 
nite de groupes qui soient eux-memes des series. 

16. Il peut etre utile de faire observer que si, etant donne le 
tableau a double entree aa,pj on savait que les series 

P 

sont absolument convergentes, ainsi que la serie 

a 

on ne devrait pas en conclure que la serie k double entree dont les 
elements sont | | est convergente. 
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17. Comme application du theoreme general qui vient d’etre 
demontre, signalons ce fait que, si deux series 

U\ H- W2 ^a*^“ • * * ? 

-h . . . 

sont absoliiment convergentes, il en est de meme de la s^rie a 
double entree dont le terme general eat les indices a, [3 ne 

pouvant prendre ici que des valeurs positives. En rangeant ensiiite 
les termes de cette serie a double entree en une serie lincaire, de 
facon que les termes, dans lesquels la somme des indices est la 
meme, se suivent, on reti'ouve la r^gle ordinaire de la multiplica- 
tion des series. 

18. Void une autre application tres importante dans la th^orie 
des fonctions elliptiques. 

Soit 

une forme du second degre dont les coefficients X, p., v soient 
reels; su^pposons, de plus,- que cette forme soit positwCj c’est- 
a-dire que Ton ait 

X>0, Xv — 

en sorte que, quelles que soient les valeurs reelles que I’on niette 
dans la forme a la place de on trouve un resultat positif, 

sauf dans le cas ou Ton ferait ^ = o, jk = 0. 

Nous supposerons qu’on remplace x^y par les divers systemes 
de deux nombres entiers positifs, n^gatifs ou nuls (a, (3), en ex- 
cluant toiitefois la combinaison a = o, p~o, et nous consid^- 
rerons la s^rie a double entree dont le terme general est 

T 

(Xa 2 -|- 2 {xap -h 

cberchons pour quelles valeurs du nombre positif p cette serie 
est convergente. 

Pour faire correspondre les systemes de nombres entiers (a, (3) 
aux nombres i, 2, . . . , /i, . . . , nous adopterons Tun des precedes 
expliques au n^^ 12, et qui consiste essentiellement a ranger, 
sur une meme ligne horizontale, les systemes pour lesquels 
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on a 

(I) la|H-|P| = m, 

m etant un enlier positif. L’^quation 

X -\-y = m 


admet 7 ?i + i solutions distinctes ou Xj y sont uunujica en- 
tiers, positifs ou nuls ; en tenant compte de ce que les s^^stemes 
(a, [3), ( — a, (3) ne sont distii^ots que si a est different de zero, on 
en d^duit que I’^quation (i) admet solutions distinctes. Ceci 
pose, la suite lineaire des quantiles (a, p) sera formee en plagant 
d’abord les quatre systemes pour lesquels [aj + lPI est 6gal a un, 
puls les huit systemes pour lesquels la meme quantity est egale a 
deux, . . . ; de cette fagon, le tableau a double entree est remplace 
par une s^rie lineaire a termes positifs ; cette derniere serie sera 
convergente ou divergente en meme temps que la sdrie dont on 
obtient le terme Cm en reunissant dans un meme groupe les 
4 m termes de la serie primitive pour lesquels | a | -}- | p ] est egal 
a m. Nous allons evaluer des limites superieures et inferieures 
de Cnf 
On a 

2[jt.ap H- vp2 = i^Xa-h - ^ 

designons par g le plus petit des nombres positifs 

Av — [Jt.2 Xv — 

“ 4X ’ 4v ^ 

el par h le plus grand des nombres )., [ p[, v ; on aura, en suppo- 
sant 

1 a I 1 P I = 

et en remarquant que I’un des nombres a, p est en valeur absolue 
au moins ^gal k —3 

hm^ ^ Xa2 4- 2 jxap -H vps > gm - ; 
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par suite 

gPm^-P hPm’^P 

Or la seric 

n = <x> 

' I 

rt = l 

est convergente quand on a /’ >> i , diverg'enle quand on a 1 5 la 
serie dont le terme g 4 n< 5 ral est Cm sera done convergente quand on 
aura up — i >> i , ou /> > i , divergente quand on aura /> $ i . II en 
sera de meme de la serie a double entree. 

On arriverait a la m^me conclusion en utilisant la represen- 
tation geom^trique d^crite au 12 et le mode de correspondance 
obtenu en tournant successivement autour des cases ; on reunirait 
alors les termes qui se suivent dans un meme tour. 

Ceci pos6, designons par a, 6, U des nombres r^els quel- 
conques, tels cependant que ab' — a^b soit different de zero, de 
sorte que, si Ton pose 

A = a -h a' f, ^ = b 

A et B soient deux nombres quelconques soumis a cette seule 
restriction que leur rapport ne soit pas reel, et envisageons la 
serie a double entrde dont le terme general est 

I 

n dtant un entier positif fixe ; a et (3 peuvent prendre toutes les 
valeurs enti^res positives, negatives ou nulles a Bexclusion de la 
combinaison a ~ o, p = 0. 

La valeur absolue de la quantile pr^cedenle sera 

I 

2 (xap -h 

ou Ton a pos6, pour abr^ger, 

\ \i. = ab~ha'b\ v = 

mais alors la forme 

-H 2 \i.xy H- 
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est positive, car la quantity 

Iv — (jl2 z='(^ab ' — a'b)^ 

est positive, puisque ab^ — a^b est suppose different de zero; 
nous sommes done, pour la s^rie des valeurs absolues des termes 
de la serie a double entree consid^ree, dans le cas precedent ; la 
serie des valeurs absolues est convergente si Ton a 


divergente dans le cas contraire. 

Ainsi, sous les hypotheses prdeedentes, la s^rie a double entree 
dont le terme general est 

I 

est absolument convergente quand Ventier n est egal ou superienr 
a trois ; elle n’est pas absolument convergente pour les valeurs 
de n egales a an ou a deux. 

19. On pourrait encore considerer des series a entree dont 
les termes 

dependraient de p indices a, j5, . . . , X. On montrerait qu’il est 
possible d’elablir entre les systemes de p nombres entiers 

(a, p, 

et la suite des entiers positifs i, 2 , n, . . . une correspon- 
dance univoque et r^ciproqiie, fondle par exemple sur le fait que 
Tequation 

1 a I -f- 1 p ! +. . .- 4 - 1 X 1 = m, 

ou m est un entier positif, n’a qu’un nombreliinite de solutions ; le 
reste de la th^orie de ces series s’etablirait comme pour des series 
a double entree. Le lecteur pourra, parexemple, s’exercer a g^ne- 
raliser la premiere partie du th^or^me 6tabli dans le paragra’phe 
pr6c6dent, en consid^rant a la place d’une forme qiiadratique po- 
sitive a deux variables une forme quadratique positive a p va- 
riables. 
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Ill, — Produits infinis i double entree. 

20. On pent considerer des produits infinis a double entree 
comme des series a double entree. 

Reprenons les notations ant^rieiires et supposons les termes 
<^a, p? ou a, [3 peavent prendre toutes les valeurs entieres, positives, 
nulles ou negatives, ranges suivant une suite lin^aire Z> 2 , ..., 

b,i, .... 

Le produit infini a double entree 

JJ(i+aa,p) 

a,p 

sera dit ahsolumeiit com^ergent si la serie a double entree dont 
le terme general est est absolument convergente ; la valeur 
de ce produit infini est, par definition, celle du produit absolu- 
ment convergent 

n—oo 

p = 

71 = 1 

Nous allons prouver que cette valeur peuL etre obtenue par des 
regies analogues a celles qui concernent les series a double entree. 

21. Supposons d’abord que toutes les quantiles p soient 
positives ou nulles. 

Le produit d’autant de facteurs que Ton vent, pris parmi les 
quantiles i + <2^, p est au plus egal a P. On pent prendre assez de 
facteurs pour que leur produit d^passe tel nombre que Ton veut 
inf^rieur a P: 

Soient />, q deux enliers positifs : posons 

I p)“ (l“t~ aoc^_y)(i -f- — (7+i). • .(i 4" o) 

x(n-<3Ja^i) (l4-aa,2) •••(* + 

I4-Xp,^= (iH- lon^g) = (I4- gr ) • • • (l 4“ h,q) 

o^=—p 

X(l4-/i,^) (l4- • • ‘(l 4- 
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I + peut aussi ^tre consid^re comme le produit de tous les 
facteurs i + pour lesquels on a 

sont positifs ou nuls et Ton a 

Quand q augmente indefiniment, i4-/a, qui augmente avec q, 
tend vers une limxte i + 4? et Ton a 

i-\- l^=z (i-H p )? 

ou le second inembre represente, comme il a ^te explique (n^^ 10), 
le produit des valeurs des deux produits infmis dont les facteurs 
s^obtiennent en faisant varier, dans aa,p 7 P de o a + cc et de — i 
a — GO. 

D’ailleurs, si dans Tinegalite 

l P 

on fait croiLre q indefiniment, on voit, en se reportant a la defi- 
nition de I -H que les ap + i facteurs qui le composent ten- 
dent respectivement vers 

I 4" /-j,, I-i- , IH- /os 

I-hZi, IH- ^2? •••j 

en sorte que I’on a 

a=+/7 

JX(i + WSP- 

a=-p 

Comme les nombres sont positifs ou nuls, on en conclut que le 
produit infini 

(l-h Igi) 
a 

est convergent et a une valeur dgale ou inferieure k P. Mais^cette 
valeur ne peut etre que superieure a i + or, si Ton se 

donne un nombre positif Be;? quelconque, on peut, d’une part, 
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prendre n assez grand pour que le produit 
(1+ ) (i + ^2) • • • (1 + 

depasse B et, d’autre part, prendre p, q assez grands pour que 
lous les facteurs qui pr4c^dent entrent dans la composition de 
, _j_ qui sera des lors superieur k B. Done, la valeur dii pro- 
duit infini, etant superieure a B, est n^cessairement dgale a P. 

Remarquons en passant que la .convergence de la serie ^ termes 
positifs ou nuls 

a 

resulle de la pr^c^dente analyse. 

22. Supposons maintenant que les quantit^s eta, p ^tant quel- 
conques, reelles ou imaginaires, la s^rie k double entree dont le 
terme general est laa,p| soit convergente. Conservons les m^mes 
significations aux quantites '^p,g et posons 

p=H-7 

I-*- ^a,g = (’■'■I '*«.?!)> 

P=-7 

a=4-p 

a=^P 

Le produit infini 

J|[ J ( I -h ^oc, p ) 


esl absolument convergent a cause de la convergence de la s^rie a 
termes positifs 

2 I “a, pi- 

P 

La valeur de ce produit infini estlalimite i + 4 de i + 4,^ pour q 
infini, et Ton peat poser encore 

I -{- 4= JJ (l ^OL,0- 

p 
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'+^a = JJ(i + ka,pl)) 

P 

on aura evidemment 

Mais, d’apr^s ie niim^ro precedent, la serie 

a 

est convergente; il en est done de meme de la s^rie 


a 

et, par suite, le produit infini 

(l -H Icf) 
a 

est absolnment convergent. Nous aliens prouver que sa valeur est 
egal k P. 

Clioisissons, a cel effet, iin entier n assez grand pour que tons 
les facteurs i + tels que Ton ait 

ligurent parmi les facteurs 

designons par V,i le produit de ces facteurs et par le produit 
des facteurs 

D’apres iin raisonnement d6ja employe 15), nous aurons alors 

d’ou, en faisant croitre n ind^finiment et en d^signant par la 
limite de P^ pour n infini, 
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puis, en faisaut croitre q indefiniment, 


a=+p 

p-II(i+W 

a=-p 


OC.=-hp 

sp-ii' 

a =^/7 


I -h 


Mais, lorsque p augmente indefiniment, la limite du second 
membre est zero; on a done finalement 


OC ~-f- 00 P — ■+“ 00 

^=n (l •+• — n n (1+ aa,p) 

a a =— <» L p ■=— 0° 


Ponr la meme raison 


P 



~a=-!-Qo 

n (l + «a,p) 

_ a =:— 00 




en sorte qu’on pent grouper, soit d’abord par lignes horizontales 
et r^unir en un meme produit infini les produits partiels ainsi 
obtenus, soit d’abord par lignes verticales et reunir en un m^me 
produit infini les produits partiels ainsi obtenus. On pourrait en- 
core effectuer ces groupements partiels d’une infinite d’autres 
manieres. 
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CHiPITRE II. 

DES SERIES ET PRODUITS INFINIS DONT LES TERMES 
DEPENDENT D’UNE VARIABLE. 


I. — Definitions et premieres propositions. 

23. Nous n’avons consid^re jnsqu’ici que des series ou des 
produits infinis dont les termes ou les facteurs dependent unique- 
ment de leiir rang ; nous aliens consid^rer maintenant des series 
ou des produits infinis dans lesquels ces termes ou ces facteurs 
dependent d’une variable x r^elle ou imaginaii'e. 

Consid6rons tout d’abord une telle serie 

S = £4i Uji -1- . . . , 

et supposons qu’elle soit convergente pour chaque valeur de x 
appartenant a un certain ensemble defini comme on le voudra. 
Alors la somme de cette s^rie d^finit une fonction (^) dont la va- 
lour est d^termin^e pour chaque valeur de x appartenant a cet 
ensemble. 

D^signons par Sn la somme des n premiers termes et par Rn le 
reste de la s^rie limit^e au terme e’est-a-dire la somme de la 
s^rie convergente 

la s6rie proposee est dite uniformement convergente pour les 


(*) Nous entendrons le mot fonction sans ^pithete, dans ce sens : la variable jk 
est fonction de la variable ind^pendante j?, si la valeur de y est d^termin^e 
quand on se donne la valeur de w. Cette signification du mot fonction est tres 
diff^rente de celle qu’il prend dans Pexpression fonction analytique. 

T. et M. — I. 


3 



34 IXTRODOCTION. 

Taleurs de appartenant a I’ensemble consid&^ (^), si, a cbaqiie 
nombre positif e, on pent faire correspondre un entier positif r 
tel que, sous la scale condition 

ft>r, 

Ton ail . ^ , 

I S - S„ I = I R« I < ^, 

quelle que soit la valeur de x appartenant a I’ensemble consid^r^. 

De m^me, si, pour toutes les valeurs de aj appartenant a iin 
ensemble; le produit 

/Z =00 

7Z= 1 

est absolument convergent; on dira qii’il est en ouIvq unifor- 
mement convergent pour toutes ces valeurs de si, a chaque 
nombre positif s, on peut faire correspondre un entier riel que, 
sous la seule condition 

n > /*, 


Ton ait, pour 
consid^re 


toutes les valeurs de x appartenant a I’enseinble 


1 P - Pzz I < £, 


en d^signant par P la valeur du produit infini et par P„ le produit 
de ses n premiers facteurs. 

D’apres cette definition, on voit que le precedent produit, sup- 
pose absolument convergent, est uniformement convergent si la 
s6rie equivalente a ce produit 


I -+- Ki -t- «» Pj-t" ■ • J^«P/i-l "P 


est uniformement convergente. 

24. S’il existe une suite de nombres positifs ou nuls 

tels que la serie 

soit convergente, et que Von ait, quel que soit rt^ et quelle que 


(‘) Plus brievementj uniformement convergente dans I’ensemble consider^. 
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soil la valeur de x appurtenant d V ensemble considered 


la serie 




III ^Tl " 1 “ ’ • * 


est absolument et uniformement con^ergente pour toutes les 
valeur s de x appar tenant d V ensemble consider e et il en est de 
mime du produit infini (^) 


£t„). 

rt = 1 

Que la serie soil absolument convergente, cela est Evident, 
puisque chacun de ses termes est moindre en valeur absolue que 
le terme correspondant d’une s^rie convergente a termes positifs. 
D’lin autre cote, si Ton se donne un nombre positif e, on pourra 
determiner un nombre positif r tel que Ton ait 

g H- g ^ /’+3 -i- • 

on aura done, quel que soit jo, sous la seule condition 


et, par suite, 


I ‘U'ri-^i -i- W/i-i-2 -f- Uii^p I £, 




et cela quelle que soit la valeur de x appartenant a Tensemble 
consid^r^. 

Pour ces memes valeurs, le produit infini 


n = 00 

££„) 

7Z =1 

est absolument et uniformement convergent, comme on s’en con- 
vainc de suite en comparant la serie ^quivalente a ce produit a la 
s^rie ^quivalente au produit convergent 

n—co 

72 = 1 


(*) Weierstrass, Abhandlungen aus der FuncUonenlehre, p. 70. 
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Mais il importe de remarquer plus generalement que sij pour iin 
ensemble de valeurs de la serie d termes positifs 

1 Ml I H- ! 1^2 [ "1“ • • • 1 1 • 

est uniformement cower gente^ et si sa somme reste inferieure 
d un nombre fixe A, le produit infini 

« = » 

» n = 1 

sera absolument et uniformement convergent pour cet en- 
semble de valeurs de x, ainsi que la serie iquivalente 

1-4- Ml -H M 2 P 1 1 • 

En effet, les quantiles P27 ' * • 5 ; P sont toutes infe- 

rieiires en valeur absolue a 

B = e?A: 

or, a cbaque nombre positif e, on peut faire correspondre un 
entier r tel quo, sous la condition n 3> r^ on ait 

I M,i I 4- I J 4- 1 Un-i-2 1 4- * . . < g ; 

on aura done, sous les m^mes conditions, 

I Un'Pn.-l I 4 - I W/i+iP/i 1 H- j 72+I | 4 -. * •< £, 

et cela quelle que soit la valeur de x appartenant a 1 ensemble 
cqnsid^r^. 

2 S. Considdrons un ensemble (E) de valeurs de ^ jouissant de 
la proprl6t^ suivante : Quelle que soit la valeur Xo appartenant a 
Tensemble considere et quelque petit que soit le nombre positif e, 
il existe des valeurs de x appartenant a Fensemble (E) et telles 
que Ton ait 

\X^Xq\<S.. 


L’ ensemble (E) poiirra ^tre constitue, par exemple, par Ten- 
sembJe des valeurs de x figur^es par les points d’un arc de courbe, 
ou par les points d’une aire limit^e par un contour simple. 
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Si/(^) esl une fonction de x definie pour toutes ces valeurs 
de x^ on dira qu’elle est continue pour I’ensemble (E) si, a chaque 
nombre positif a, si petit qu’il soit, Ton peut faire correspondre 
un nombre positif ^ tel que I’on ait 

l/(a^) — 

pour toutes les valeurs x, x' de I’ensemble (E) telles que I’on ait 

\x — x' 1 < p. 

26 . Ges definitions rappelees, supposons que, pour I’ensemble 
(E), les fonctions w, , «2) • • • i tin, . . . de la variable x soient con- 
tinues et que la s6rie 

ILl ~t- W2 * * * 

soil uniformement convergente. La somme de cette s6rie sera 
alors xine fonction /(^) definie et continue pour cet ensemble. 

Soil, en effet, Sn(^) la somme des n premiers termes de cette 
sdrie, R/2(^) le reste 5 on aura 

f{x) = 

Puisque la serie est uniformement convergente, on peut, a cliaque 
nombre positif £, faire correspondre un entier n tel que Ton ait 

pour toutes les valeurs de x appartenant a (E) ; n dtant on 
peut, k cause de la continuite de- Sfi(x) qui est manifeste dans 
Tensemble (E), faire correspondre au nombre e un nombre po- 
sitif t) tel que, pour toutes les valeurs appartenant k (E) et 

v^rifianl la condition \ x — x^\<Cy\j on ait 

. I S;^(a7) S/i(a/ ) 1 

On aura done, pour ces m^mes valeurs de x, 

\f{a;) — /(^O 1 = I [S7t(ir) — S,i(ar^)] - 4 - 1 < £• 


C’est ce qu’il fallait d^montrer. 
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Si, en outre, la serie est suppos^e absolument convergente, on 
verra de ineme que le produit infini 

n = w 

n~i 

d^finit une fonction continue de x pour I’ensemble (E). 


27. Soient y(^), ^(0 deux fonctions reelles de la variable 
r^elle admettant dans rintervalle ^0 des deriv^es finies et 
continues Loi’sqne ^ vax'iera de z le point dont 

I’affixe est 

d^crira un arc de courbe (C). Considerons I’ensemble (E) des 
valeurs de x figur^es par des points de (C) et soil, en general, F {x) 
une fonction continue de x pour I’ensemble (E) ; en rempla^ant, 
dans cette fonction, x par + prendra la forme 


6tant des fonctions reelles et continues de t dans Tin- 
tervalle (^o? ^0* posd, nous rappelons que Eon appelle inte- 
grate de F(.r) prise le long de la courbe (C) et qn’on repr^- 
sente par le symbole 

j F(^) dx 

I’int^grale 


f ' [^(t) + iW(t)] fcp^(0 i E(0] dt 


L’existence des deux intdgrales qui figurent dans le second 
membre, integrales ou tout est rdel, est certaine, en raison de la 
continuity. 


28. Soit main tenant une serie 


(I) 


-h H- . . . + Zi/j -f- . . 
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imiformement convergeate pour I’ensemble (E) des points de la 
courbe (C), et dont les termes soient des fonctions continues de x 
pour ce m^me ensemble. Designons par F(^) la somme de cette 
serie, qui est (n° 26) une fonction continue de x. 

Nous allons prouver que la serie 


(2) 





Undo; 


Oil toutes les integrales sont prises le long de (C), est convergente 
et a pour somme 



Si, en effet, on designe par S/ 2 (^) la somme des n premiers 
termes de la serie (i), et par R/ 2 (^) le reste correspondant, S«(^) 
et R/ 2 (^) seront des fonctions continues de et Ton aura 


F(^) = S„(^) -i- 

/ ¥{x)dx^ I Sfi(x)dx-^ / 'R,t,{x)dx, 

c'c *dc 

S (a? ) dx ^ ^ J' ^ ’ 


toutes les integrales etant prises le long de I’arc (G). Ceci pose, a 
chaque nombre positif £ correspond un nombre entier positif r 
tel que Ton ait 

I R/i(^) I < 2, 


sous la scule condition n^j\ et cela, quelle que soit la valeur de x 
appurtenant a Tensemble consid6r6. On aura done, en designant 
par d la longueur de Parc, 



<£J'. 


Ainsi, la difference entre 



et la somme des n premiers termes de la s^rie ( 2 ) pent etre sup- 
posde moindre, en valeur absolue, que tel nombre positif que Ton 
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voudra, poiirvu que n soil assez grand. Cela prouve, a la fois, que 
la serie ( 2 ) est convergente el que sa somme est egale a 

r F(a;)dx, 

Ce theoreme s’appliquera, en particiilier, lorsqu’on saura que la 
serie (i) est uniformement convergente pour ] ’ensemble des va- 
leurs de represent^es par des points appartenant a une aire (A) 
limit^e par un contour simple (^), et que ses termes sont, pour 
les memes valeurs de des fonctions continues, la conrbe (C) 
faisant tout entiere partie de Faire A. 

II. — Series enti^res en x, 

29. Consid^rons maintenant les series de la forme 


anCc^-^, . 

oil ao, ^ 1 ,( 20 , . . . , an-s • . . sont des nombres fixes donnes. 

Nous donnerons a ces series, qui jouent en Analyse un r61e 
tr^s important, le nom de series entieres en et nous emploie- 
rons le symbole 

pour representer la somme d’une telle serie suppos^e conver- 
gente : la lettre 9 pent d’ailleurs etre afFectee d’indices, pour per- 
mettre de distinguer des series particulieres. Enfin, quand aucune 
ambiguity ne sera a craindre, nous pourrons employer le sym- 
bole ^(x) pour representer, non la somme de la serie, mais la 
serie elle-meme, regardee seulement comme la loi de la succession 
de ses termes; ainsi, nous ne nous interdirons pas de dire d’une 
serie determinee qu’elle est divergente pour une certaine valeur 
de X, 

On doit k Abel deux theoremes sur les series de cette nature, 
series qui jouent, dans la theorie des fonctions d’une variable 
imaginaire, un r61e preponderant. (*) 


(*) A moins que Thypothese contraire ne soit express^ment ^noncee, nous re- 
garderons toujours comme faisant partie d’une aire limit^e par un contour les 
points int6rieurs et les points du contour. 
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30. Void le premier de ces th^oremes : 


Si^ pour x = b^ la valeur absolue de chaque terme Unb^ de 
la serie 


= ao“{- <35127 *+•. . .-4- .. 


est moindre qu^un nombre positif fixe A, la serie ^{x) est ab- 
solument coiivergente pour toutes les valeurs de x dont la va- 
leur absolue est moindre que celle de b. 


Soit, en efFet, V un nombre positif moindre que | &|. La serie 
a tei'mes positifs 


(iJ 


A A A 


, .4- A 


frp 


est convergente. Or les valeurs absolues des termes de la serie ^[x) 
sont, pour Pensemble des valeurs de x qui vdifient la condition 




moindres que les termes correspondants de la serie (i); car les 
suppositions 

\anhn\<k, \co\<h' 

entrainent les conclusions 


On pourra done appliquer les propositions du n° 24, et Ton voit 
que la serie est absolument et uniformiment convergente, 
pourvu que Ton ait 

\x\Sb% 

e’est-a-dire pour tous les points situes a V interieur et sur la cir~ 
conference d’un cercle d^crit du point 0 comme centre, avec un 
rayon moindre que \b\- 


31. Si la sdie ^{x) du numero pr^c^dent est convergente 
pour x = b^ comme la valeur absolue de Unb^ tend vers zero 
quand n augmente ind^finiment, il est clair qu’il existe un nombre 
positif A tel que I’on ait, pour toutes les valeurs de 


A>\anh^\i 
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done la serie sera absolument convergente pour lous les points 
situ^s a V interieiir du cercle decrit du point O comme centre et 
passant par le point h\ elle sera uniformement convergente a 
Pinterieur et sur la circonference de tout cercle concentrique au 
precedent et de ravon moindre. 

DifFerentes circonstances peuvent d’ailleurs se presenter : 

Ou bien la serie y?(^) consider^e est convergente, quel que 
soit X : telle est la serie 

T X'^' 

I “T i -f- . . . H h • . . 5 

I I . *2 I . ‘2 . . . n 

alors est uniformement convergente dans tout cercle decrit 
de Porigine comme centre, et meme dans toute aire limitee par 
im contour simple. Cette serie repr^sente alors ce que Pon 
appelle une fonction transcendante entiere. 

Ou bien la serie est convergente pour certalnes valeurs 

de x^ sans Petre pour toutes. L’ensemble des rayons des cercles 
deceits du point 0 comme centre, et qni passent par des points 
pour lesquels la serie est convergente, admet alors une Limite su- 
perieure R. Le cercle de rayon R decrit du point 0 comme 
centre est le cercle de convergence de la serie La serie est 

convergente en tout point interieur au cercle R; elle peut ^tre 
convergente ou divergente en quelques points ou en tous les 
points de la circonference; elle est divergente pour tout point ex- 
terieur. Elle est uniformement et absolument convergente pour 
Pensemble des points situes k Pinterieur ou sur la circonference 
d’un cercle concentrique au cercle de convergence et de rayon 
moindre. La ou elle est uniformement convergente, elle represente 
line fonction continue. Signalons, comme exemples, les series 


}i ~ ea n = ix) n — BO 



nz=.\ n — l n — i 


qui admettent toutes trois pour cercle de convergence le cercle de 
rayon un, decrit du point O comme centre. La premiere est diver- 
gente pour tout point de la circonference de ce cercle, comme on 
le voit en posant ^ = cosy f sin <p, et en remarquant que les 
deux quantit^s cos/?y, sin/iy ne peuvent avoir simultanement 
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zero pour limite quand n granclit indefiniment. La seconde est 
convergente, xnais non absolunient, pour to us les points de la cir- 
conference (^), sauf pour ^=1. La troisifeme est convergente en 
tous les points de la circonference, 

Observons qu’une serie entiere en x pourralt n’etre conver- 
gente pour aucune valeur de x autre que zero : telle est la serie 

1 . ^.^^2 -h 1 . 2 . 3 I . o _ 3 . . . 72 . 07 '^ ; 

on dit alors que le cercle de convei'gence est de rayon nuL 


(*) Gela resulte de la premiere des deux propositions suivantes, signal6es par 
M. Darboux dans son Memoire sur les fonctions discontinues i^Annales de VE- 
cole Norniale superieure, 2* s^rie, t. IV), et sur lesquelles on peut consul ter 
V Introduction d la theorie des fonctions de M. Jules Tannery, p. 96, n° 71 ). 

Si la sei’ie k termes reels (qui peut 6tre divergente) 

(I) a, -4- <2^-1-... -4- a, 

est telle que la somme de ses n premiers termes reste, en valeur absolue, quel 
que soit /i, inf^rieure k un nombre fixe, et si les nombres positifs Sj, s^, . . . , 
e„, ... satisfont aux conditions 

(II) 

(III) lim. s,^ = 0, 

n=z93 

la s^rie 

(IV) . ,4- + . . . 
est convergente. 

Cette -dernidre s6rie (IV) est encore convergente si la serie (I) est convergente 
et si les nombres positifs s^, ... satisfont seulement aux condi- 

tions (II). 

On prendra, dans le cas actuel, pour s^, e^, e^, ... les nombres i, 

^7 7^’ ■*' (I)j Pune ou Tautre des series (divergentes) 

1 4 - cos cp 4- cos a cp 4- . . . -h cos 71 43 4- , 
o-h sin cp 4- sin 2cp -h. . . 4 - sin 779 4 -. . . , 

dans lesquelles les sommes des (724-1) premiers termes 


. 71 4- I 72 <p 

sin 0 cos — ^ 

2 ' 2 

> 

• 9 

sin - 


. 71 4- I . 7 i 9 

sin 9 sin — 


restent finies quel que soit ti, si 9 n’est pas un multiple de 21 
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Enfin, nous nous contenterons d’enoncer le th^oreme suivantj 
dontla demonstration estimmMiate. 

Si le rapport a, pour n infini, une limite egale a R, le 

cercle de conyergence de la serie 

(1) =: ^o-i- -h. . .-4- . . 

est de rayon R. 

32. Supposons encore que la serie entiere en 

= ao-H . .4- . . , 

soit conyergente pour x=b. On peut affirmer qu’elle est unifor- 
m^ment convergente pour I’ensemble des valeurs de x apparte- 
nant au segment de droite, qui ya du point o au point b, C’est en 
celaque consiste le second des theor^mes d’Abel, dont nous avons 
parl^. 

Observons d’abord que Ton peulramener le cas general au cas' 
ou b est egal a un; il suffit, pour cela, de faire le cbangement de 
variable 

X 

Quand le point x d6crit le segment qui va du point o au point 
le point ? d^crit, en effet, le segment qui va du point o au 
point 1 . 

Le second theoreme d’Abel consiste alors dans Tenoned sui- 
vant : 

Si la serie 

(2) ClQ-h Cli-h^ ^2 -h • . • -h a/i-h . • , 
est comer gente, la serie entiere en x^ 

^{x) = ^0-4- a^x a 2 a? 24 -. . .-i- ariX^-\-. . 

est uniformement comer gente pour V ensemble des valeurs 
de X qui appartiennent it rintenmlle ( 0 , i), les limites de cet 
inter palle n^itant pas exclues. 

On sait ddj^, il est vrai, que la convergence est uniforme dans 
I’intervalle (o, a), a ^tant un nombre positif plus petit que i. 
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mais les raisonnements quiprecedent ne permettent pas d’atteindre 
la limite i . 

Cherchons done aprouver directement que, a toiitnombre posi- 
tif arbitrairement donne s, correspond un entier r, tel que, sous les 
conditions 

71 > r, 

le reste R 72 (^) de la s^rie limitee au terme de rang /z, soil, 

en valeur absolue, plus petit que s- 
Comme la serie ( 2 ) est convergente, aunombre e correspond un 
entier r tel que, pour n > r, 

1 . . . I , 

e’est-a-dire [ R/ 2 (i) 1 soit moindre que 

D’autre part, si Ton pose 


“1“ -H . . . *4“ = CJ'p, 

et si Ton observe que dp est la difference entre 

R;j(l) = a^H-i -h ■+■... 

et 

■+* -4 . . . , 

on voit que Ton aura, quel que soit 

1 a'p |< £, 

D’ailleurs les dgalit^s pr^cedentes donnent 

<^n-^p = CJ'p — o' p_,i ; 

done la somme des p premiers termes de Rrt(^), pent s’ecrire 

di -h (^2 — a'i)ar"+2 _ (^p^{)x^+p 

— £p/2-f-i (x — a?) (o^i -h . . . -i- dp^-ixP"^ ) 4 - dpX^+P . 

Si la valeur absolue de x est plus petite que i, le terme dpX^^^P 
tend vers z^ro quand p augmente indefiniment; on pent done 
^crire 

— a?)(c3'i-4- a'2a7 4 - 4 - . . .), 
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et, puisque les valeurs absolues des qxiantites _ sont toutes 
raoJndres qae £, on aura, en supposant que ^ sort posatif et p us 
petit que i , 

or la s4rie qui figure entre parentheses dans le second memhre, a 
pour somme on a done, sous les conditions 

n>r, oia?<i, 

1 R;,(a-)|<sir«+><e. 

En reunissant a cette in4galit6 celle que Ton a obtenue plus 
haul, sous les conditions 

rt>r, x = i, 

savoir 

lR«(i)l< 

on a bien demontre I’uniformiie de la convergence dans tout 
I’intervalle (o, i), les llmites n’etant pas exclues. ^ 

A cause de cette uniformity, la somme de la syrie est une fonc- 
tion continue dans tout I’intervalle considere, sans en exdure la 
liinite i ; si done x tend vers i par des valeurs positives infyneures 
a 1 , la somme de la serie a pour limiie la valeur de la somme de la 
s^rie pour = i , c’est-^~dire 

<7^0 + 4- • (M* 

Par exemple, Fegalite 



(M L’expression prec^dente du reste permet d'aller un peu plus loin, ainsi 
que M Stolz I’a fait observer {Vorlesungen uber allgemeine Arithmetik, t. II). 
L ne supposaat plus u? r^el, mais en supposant toujours sa valeur absolue 1 ] 
moindre que i, on a, en effet, 

I R„(^)l <la;|'>+*|i-a;| (sH-s|^l + s|a:p4-...) 

et il est ais6 de montrer que le facteur qui multiplie s reste moindre qu’un 
nombre fixe, pourvu que I’angle aigu des deux directions qui vont du point i 
aux points iC et o reste moindre qu’un angle aigu fixe. 
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etablie pour les valeurs reelles de x moindres qiie i, montre qiie 
Ton a 


En effet, la serie du second membre est convergentej done, en 
vertu dll theoreme qui vient d’etre demontre, lorsqiie le nombre 
r6el X tend vers i par des valeurs moindres que i , la seide 


tend vers 


X X- 

7 ~ T T 



or, dans les memes conditions, log(i x) tend vers logs; on a 
done bien 


33. Dans les deux paragraphes qui precedent nous avons sup- 
pose la serie entiere en x 

= <r/o 4- .'T -4- . . . 4- On -h . .. 

comer gente pour x = h \ lorsqu’on sait que la serie est, pour 
cette meme valeur, ahsolument convergente, les termes de la serie 
9?(zr) etant, pour I’enseinble des valeurs de x qui v^rifientla con- 
dition j^|£| 6 I, moindres en valeur absoliie que les termes, tons 
positifs, de la serie convergente 

I ^0 I 4" I ^ 1 4“ * * ' 4“ I — j 

ou ^gaux a ces termes, on peut appliquer la premiere proposition 
du n° 24, et Ton voit de suite, sans passer par le second theoreme 
d’Abel, que, pour rensemble de ces valeurs, e’est-^-dire k rinte- 
rieur et sur la circonference du cercle de rayon | b [ decrit du 
point o comme centre, la serie est uniform^ment et absolument 
convergente et represente une fonction continue. Ce cercle peut 
d’ailleurs etre le cercle de convergence ou lui etre int^rieur. 

34. Le premier theoreme d’Abel (n® 30) nous renseigne sur la 
convergence d’une s6rie entiere d’apr^s les valeurs absolues des 
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coefficients de cette s^rie. Inversement, la proposition qui suit et 
qui est due a Cauchy nous donne un renseignement essentiel sur 
les valeurs absolues des coefficients d’une serie entiere que Ton sait 
etre absolument convergente sur la circonference d’lin cercle. 

La serie ^{x) dtant absolument convergente poiir^ = b, suppo- 
sons que I’on ait, en d^signantpar A un nombre positif, 

pour tons les points de la circonference du cercle d^crit du point o 
comme centre avec le rayon r = j 6 [ ; on aura alors 

1 dJ;, I < 

Partons, en effet, de P^galit^ 

-H . . . 5 


il est clair (n® 24) que le second membre sera ime serie uniformement 
convergente pour I’ensemble des valeurs de^ represent^es par des 
points situ^s sur la circonference du cercle de rayon /• = | 6 [ : on 
pourra done integrer cette serie, terme par terme, le long de cette 
circonference, ce qui donne 


J f = ao f dx ai I x-~^dx-^,.. 

^ / x-'^ dx -h a,n-i j dx -h / a? , 

Jr J{\ J{\ 


'0.n 


toutes les integrales etant prises le long de la circonference. Pour 
evaluer ces integrales, on posera (n®27) 


d’ou 


xr=. 7'(cos^ H- £ sin if), 
dx — /' j^cos ^ sin 


et Ton aura, en general, en designant par p un entier positif on 
negatif, 


X 


xP dx = rP^"^ 


r-[<- 


• i)« 



. irP-^'^ J' sin -f- 1 ) ^ 4- - J dt. 
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Si p est different de 
nulles; si /?= — i, 
done (^) 

d’ou 


— I, les integrales du second membre sont 
le second membre se r^duit a 2 /tc; on a 


9 ice) dec ^ 



T- 

an 


ctiiz 

t 

I 1 r 

an\ 

== — / 





dx 


mais la valenr absolue de est au plus dgale a et 

la longueur du chemin d’integration est aTcr; le second membre de 
cette egalite est done au plus egal k ce qu’il fallait demon- 

trer. 


35. Voici line consequence importante de cette formule. 

Si la sdrie enti^re en x 

r= ^0 -h aix-k-a^x^ . -h ajiX^ H- . . . 

est convergente quel que soit et qu’elle ne se rediiise pas ^ la 
constante sa somme ne peut resLer moindre en valeur absolue 
qu’im nombre positif A pour toutes les valeurs de x, 

En effet, rinegalitd 

si I’on pouvait y faire grandir r indefiniment, montrerait que | an | 
peut etre pris plus petit que tel nombre positif que Ton voudra ; on 
aurait done 

\art\^o 

pour toutes les valeurs de ;i a partir de i. 

On voit que, si Ton se donne les nombres positifs A, B, il j a au 
moins une valeur de x^ telle que Ton ait 

\x\>B, \(${x)\>A. 

Cette propriete rapproche les functions transcendantes entieres des 
polynomes entiersen ;r. II y a toutefois une difference essentielle : 


(*) G’est aussi bien, couime Ton sait, une consequence de la formule de 
Cauchy 


/(;?;) = -4- f ^ 

^ ^ 21*7: 4: — 


T. et M. — I. 


4 
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pour les fonciions transcendantes entieres on peut affirmer seule- 
ment I’existence d’une valeur de a; saiisfaisant aux conditions pre- 
cddentes ; pour les poljnomes, au contraire, si Ton se donne A, on 
peut trouver un nombre B correspondant tel que toutes les valeurs 
de X qui vdrifient la premiere inegalite -v^rifient aussi la seconde. 


36. Soit 

= ^0 + ^ 1 ^'^ ^ 2^2 . . , 4 - - 4 - . . . 

line serie entierc en convergente pour les valeurs de x telles 
que Ton ait 

^ lirl<R; 


9[x) est alors une fonction continue dans tout cercle de rayon R' 
moindre que R; on a d’ailleurs 

f(o) = ao; 


si done a, n’est pas nul, on peut fixer un nombre 5, inferieur ou 
^gal a R', tel que Ton ait 


pourvu que I’on ait 


l$(a;) — ®(o)l<laol 
I ^ I ^ 8. 


Pour les valeurs de x qui vdrifient cette condition, ne sera 

jamais nulle. 

Si les coefficients aj, , ap_^ sont nuls sans que ap le soit, 

on aura 

= x-i‘{ap -h ap+ioo ap^iX^ 

et i’on voit qu’il existera un nombre positif S tel que, parmi les 
valeurs de x qui verifient I’indgalit^ 

la'lgo, 

z^ro soit la seule pour laquelle ^{x) s’annule. Par consequent, 
pour que ®(a:) s’annule en une infinite de points distincts dont 
I’ensemble admette zdro pour limite (*), par exemple pour tons 


(*) Oil dit que des points appartenant k un ensemble infini admettent ^ pour 
limite si, quelque petit que soit e, il existe dans le cercle ddcrit du point ? 
comme centre avec un rayon 6gal s une infinite de points appartenant k Ten- 
semble. 
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les points -d'un arc de courbe qui aboutil au point o, il faut qua 
tons les coefficients . . . , soient nuls. 

Par consequent encore, pourtous les points d’un pareil ensemble, 
deux series 

ao-H . . .-f- . . , 

(5 >q “}— h\ X “f" })% — f- . . . hjiX^ H~ . . . 


ne peuvent avoir les memes valeurs sans etre idenliques, c’est- 
a-dire sans que Ton ait an~ bn pour ton tes les valeurs de n, Ilsuf- 
fit, pour s’en convaincre, d’appliquer la remarque prec^dente a 
la serie 

ci{) — ^0 (^i — X -f- . . h .... 


III. ~ Series de series enti^res. 


37. Soit 


“H Wi -h 2^2 • • • — 




line serie dont les termes sent des series entieres en en sorle 
que Ton ait, en designant par aa,p des constantes, 

^a= <^a,oH~ ^a,i^ * • (a = 0,1,2, ...). 


Si le rayon du cercle de convergence de chacune des series u^l 
est superieur on egal a un nombre positif fixe A; si en outre la 

a=oo 

serie ^ Ua est uniform^ment convergente pour Tensemble des 
a = o 

valeurs de x qui satisfont a la condition 

I^K A, 


a = 30 

la somme de la s^rie propos4e ^ sera, pourcesm^mes valeurs 

asrO 

de X, une fonction f(cc) parfaitement d^finie. Nous aliens mon- 
trer que cette fonction peut, pour ces valeurs de x^ etre d^ve- 
lopp^e en une s^rie emigre en x^ 


do-i- biX . .-h- • • - 7 
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et qiie les coefficients de cette serie sont donnes par la formule 

Ci = 00 

&p=:ao,p-hai,p-+-. ••+««,?•+■•••= 2 

a = o 

la serie qui figure dans le second membre ^tant j^onvergente. On 

voit que, sous les conditions requises, la serie 2 pent 4tre 
^ a = o 

trait^e comme s’il n’y avail qu’un nombre fini de termes. 

38. II y a un cas important et frequent dans les applications oil 
le precedent tbeorSme est Evident : c’est celui oi la s^rie k double 
entree, dont les termes se d^duisent de 

1 eta, p AP 1 , 

en donnant a a, P les valeurs emigres nulles ou positives, est con- 
"vergente. 

S’il en est ainsi, la s^rie k double entrde, dontle terme g^ne- 
ral est . 

est absolument convergente, pour les valeurs de x qui verifienL 
la condition En ajoutant les termes par lignes horizon- 

tales, on trouve 

P = 00 

2 u«, g = Ua, 

et eu r^unissant les sommes partielles on retrouve la serie ^ Ua^ 

a = a 

Au contraire, en ajoutant les termes par lignes veriicales, on 
trouve 

a = oo « = “ 

^ <^a, p irP = ^ <^o£, p = 

a=o 

puis, en r^unissant les somnaes partielles, on forme la sene 

^0 -4- iT -f- . . . “h irP 4- . . . ; 

dont la somme est done ^gale a celle de la s6rie ^ Ua- G est ce 

a = o 

qu'il fallait demontrer. 
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Pour que la s^rie a termes positifs, dont le terme g^n^ral est 


I «a,p AP 1 


/a=o, I, 2, 
\P = o, I, 2, 


soit conyergente, il faut et il suffit (n® 14) que les conditions qui 
suivent soient verifiees : 

I® La sdrie a termes positifs 

1 ^a, 0 1 + I <3^a, 1 A I I 2 A^ | -h . . . 


est convergente pour chaque valeur de a. 

2 ® En d^signant par la somme de cette serie, la s^rie a 
termes positifs 

Aq -f* Aj[ H- . . . -H Ao[* 4 - • • . 

est convergente. 

a = po 

OBservons que, s’il en est ainsi, la s4rie ^ Ua est absolument 

a = o 

et uniformement convergente (n° 24) pour toutes les valeurs de ^ 
qui v^rifient la condition puisque, pour ces valeurs, on a 

6videmment 

I Unl^An, 

en sorte qn’on est bien dans le cas du n° 24. 

Observons encore que la serie 

bo-\- biX-h, , . • 

reste convergente quand on y remplace les termes par leurs va- 
leurs absolues et x par A, etque sa somme est alors an plus egale 
a la somme de la s6rie 

Ao ■+" Ai -i- . . . “t- A^-t- . . . • 

En effet, cette derniere somme n’est autre cbose que la somme de 
la serie a double entree et a termes positifs 

a = oo p = « p = « a = oo 

2 l^a,pAPl = 2 

a = o p =:0 (3=0 a=o 
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a= 00 




II importe de remarquer que si les conditions (i°) et ( 2 °), impo- 
sees dans le present numero a la serie 

a — so 

-H z/;2 - u% -i 

a™o 

sont verifi^es, elles sont encore v^rifieea pour la serJe 




Y=:0 


dont les termes s’obtiennent en groupant ensemble; comme la 
th6orie des series a double entrde permet de le faire, les termes 

a= 00 

de la s^rie X en iiombre fini ou infini, en sorte que chacun 
a = o 

de ses termes figure une fois et une fols sealement dans quelque 

r=oo 

terme de la s6rie ^ Py. En effet, si Ton effectue le meme groupe- 

Y=o 

ment sur les termes de la s^rie 


Aq H~ Aj — {— Ag -f- . . . Aqj -1— . . . , 

on la transformera en une s^rie de meme valeur 


cAoq “H i— . . . 5 

d’ailleurs qui est la somme d’un nombre fini ou infini de termes 

a = oo 

pris dans ^ est, d’apres le theoreme m^me que nous venons 
a = 0 

de d^montrer, une serie entiere en et la somme de cette serie, 
quand on y remplace les coefficients par leurs valeurs absoliies 
et^ par A, est, d’apres une observation qu’on vient de faire, au 
plus egale a oJt)^ ; de meme pour Po, . . Pa, . . . et ata? • • •? 
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y = « 

Ainsi, la sdrie ^ satisfait aux m^mes conditions que la s6rie 

y = 0 

00 

a =0 

39. PlaQons-nous maintenant dans le cas general et supposons 
seulement qiie, pour I’ensemble des valeurs de cc qiii verifient la 
condition 

! 0? |< A, 

les series entieres en^ 

Wot = 0 ^a, 1 57 -f- . . . -h <2^, P - 1 - • • • 

a — CO 

soient absolument convergentes et que la serie ^ soit unifor- 

a = 0 

moment convergente (^ ). 

La somnae des {n + i) premiers termes de cette derniere s6rie 
est une s^rieentiere en convergente sous la condition |:^|<<A; 
nous la repr^senterons par 

0 “H ^/z, 1 .57 -H . . . bn^ P 37? 

en posant 

P H” P -H . . . '-H an,^ p. 

Nous allons montrer que, si n grandit indefiniment, p tend vers 
une limite que nous designerons par puis, que la s^rie 

bo -i— b\X ^2 37^ -4” . • - 

est convergente sous la condition |3?| <! A et que sa somme est 
egale a celle de la serie 

Wo --I- H- . . . -f- Uji, -H .... 

Puisque cette derniere s^rie est uniform^ment convergente, on 
pent, a chaque nombre positif e, faire correspondre im entier po- 
sitif r tel que, si on ddsigne par /^ et deux entiers plus grands 
que r, et d’ailleurs quelconques, on ait, pour toutes les valeurs 


(0 Weierstrass, Abhandlungen aus der Functionenlehre, p. 78. 
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de X plus petites que A en valeur absolue, 

1 Uji^rp I <[ £. 

On a d’ailleurs, pour ces memes valeurs de 


Ufl+i W/i4-2 H- . . . H- Ujt^p : 


'2 


^n-^OLy a " 


a. = p 

" ^ ^/i+a, 1 “ 

a= I 


CL^p 

a = 1 


Soil p un nombre positif, moindre que A; Pinegalit^ prdc^dente 
ayant lieu pour tous les points de la circonference du cercle de 
rayon p et de centre o, on a (n° 34) 


la s^rie 




^/z+a, p 


a = i 


S sp-P ; 


^0, p ^1, p “H* • * ”h Cln^ ^ • 


est done convergente, puisque la somme d’autant de termes que 
Ton voudra, pris apres le terme de rang r, pent ^tre supposee 
moindre, en valeur absolue, que tel nombre que Pon voudra. 
Soit bi^ la somme de cette s6rie, c’est-a-dire4a limite, pour n in- 
fini, de la somme de ses /i-i- i premiers termes, et soit 
le reste correspondant a b,i^ p ; on aura 


+ R/2,p; |R«,p[^£p“P- 

Cette derniere in^galite montre, par le premier th^or^me d’A- 
bel, que la s^rie 

Rrt, 0 b,/^, 1 ^ R/^, p -H . . . 

est absolument convergente si la valeur absolue de x est moindre 
que p; puisque p est seulement assujetti a etre moindre que A, 
on voit m^me que cette serie est absolument convergente pour 
toutes les valeurs de x qui satisfont a la condition 


Les series 


kI<A. 

b/t^ 0 ba^ I X b + . . . 



SERIES DONT LES TER.UES BfePENDENT D’uNE VARIABLE. 


et 


0 “1“ R/t,! 5? + . . . -f- R/i,p ijyP + . . . 


elant convergenteSj il en est de mSme de la serie 


^1 


^0 “H. . . “H H- . . • , 

obteniie en les ajoutant terme a terme; il ne nous reste done plus 
qu’a prouver que la somme de cette s^rie est egale a la somme de 
la serie proposee 

Uq -h Ui -h , -T- U/i -H . . . , 


Or, si p' est un nombre positif moindre que p, et si Ton a 


la somme 


I R/i, 0 1 H- 1 R/2, 1 ^ I + • • • -f- 1 R«, p I • 5 


ou 71 est toujours suppose plus grand que est inferieure a 


£ -f- £ 


£ 

p 


Done la difference 



p 


entre la somme 
et la somme 


R/i, 0 "1“ R/i, 1 ^ • • ♦ “5“ R/i, p . . . j 

bo^ bix -h. , .-h- b^a:?-h. , . 


Uq -j- Ui -f- ... - 4 - M/t, 


des n + 1 premiers termes de la serie proposee, est, en valeur ab- 
solue, plus petite que 

Sous la condition que cc verifie Findgalite 


on a done 




2 

| 3 z=o a=o 


< E - 4 - £^, 


d’ou Ton conclut que, pour chacune de ces valeurs de le pre- 
mier membre de Fin^galit^ preeddente est nul, puisque le second 
membre pent 6tre pris aussi petit qu’on le veut. Il en est de mSme 
^videmment, pourvu que x verifie Finegalite 


I 07 I < A. 


C’est ce qu’il fallait d^montrer. 
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40. Le precedent theoreme entrame une proposition analogue 
pourles produits infinis, 

Designons toujoiirs par 

Line serie entiere en convergente pour les valeurs de x qui sa- 
tisfont a la condition \x\<iK, Supposons que, non seulement la 
serie 

U(^ — h U{-\- , . . -f- ICfi -h . . . , 

niais aussi la s6rie a termes positifs 

I 1^0 I I [ -H - . . H- I «/i I -h . . . j 

soil uniform^ment convergente pour ces valeurs de x, et que, en 
outre, sa somme reste inf^rieure a un nombre positif fixe. Alors le 
produit infini 

n~cx) 

P = J|^(i ^0^) 

n=0 

sera absolument convergent et definira une fonction 
i(;r) d^signant une s^rie entiere en x^ 

kiX “h" A'p 

convergente pour les valeurs consid^rees de x. 

On pent, en effet, substituer a P — i la serie equivalente 

Wo -4- Po H- . . . -f- W/i P/j_ 1 -f- . . . , 

ouP;^„^ est le produit desTz premiers facteurs deP, Cette serie (n°24) 
est uniformdment convergente pour les valeurs considerees de x ; 
ses termes peuvent etre mis sous forme de series entieres en x^ en 
appliquant la r&gle de la multiplication des series; on aura ainsi 

Wo = /^o, 0 ^0, 1 w? . -4- Aq, p = ao, p), 

1^ ii~i ~ 0 15?-}-.*.+ hfi^ p x^ + . . . ; 

remarquons, en passant, que les coefficients regardes comme* 
des functions des atj peuvent dtre mis sous forme de polynomes a 
coefficients r^els et positifs. En appliquant maintenant le tli^oreme 
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precedent, on mettra la serie equivalente a P — i sous la forme 
cherchee 

/iQ h\X -4“ . . . ‘-T? “T— ... 1 

en posant 

/,-p= . .-t- A/i,fi-^* • 

ou la serie qiii figure dans le second membre est convergente. La 
.somme de cette s^rie est la limite, pour n infini, de la somme de 
ses n -+- I premiers termes; cette derniere somme n’est autre chose 
que le coefficient de dans le developpenient de 

Uq-+- Pq -f- . . . -h Uii P/J_j = ( I -f- Z^o j 1 I “T~ ZZj ) . . . (I -f- Ufi ) I 5 

A'p n’est done autre chose que la limite, pour 7i infini, de ce coef- 
ficient; en particulier /co-H i est la limite, pour ;i infini, de 

P/^ Ce) = (i -T- «o,o )(^ -4- ^1,0 ) ‘ * • (I "P 

et, en supposant qu’aucun des nombres i 
est la limite, pour n infini, de 

p . V r _! 2:L! u - 1 . 

[ I ao,o ‘ 


la quantite entre crochets a done pour limite 
la serie 


I -1- /I'o 


<^0,1 

I -4- <^0,0 


5^1 ,j 

-+“ ^1,0 


<rZ/M 

I -h Z^/2,0 


en sorte que 


est convergente et a pour somme 


ki 

I -I- Aq 


41. 11 convient d’examiner le cas particulier, qui correspond au 
cas du n° 38, oii la serie a double entree, a termes posltlfs, 

a=oo (3=00 

2 ;^|«a,3AP| 

a=o (3 = 0 

est convergente. II est aise de voir qii’alors la sfeie equivalente 
a P — I, 

IIq-+- ZZi Pq 4“ - • • "T- 2^/iP /i - I "4“ . . . > 


satisfait, pour les valeurs de x telles que I’on ait 

\x\%k, 
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aux conditions i® et 2 ° du n° 38. En effet, en conservant d’ailleurs 
les notations du numero precedent, considerons le produit infini 
a termes positifs 

n~oo 

rt=:l 

et la serie a termes positifs, dquivalente a Q — i , 

Ao -f- A 1 Qo H- . . . -h A/i Q,i-i H- . . . , 

oil Qji est le produit des n -(- i premiers facteurs de Q. Le produit 
■^nQn-i pourra, par des multiplications de series, 6tre mis sous la 
forme 

0 1 A -f- . . . -H p AP H- . . . , 

oil les sontles memes fonctions des | ai^j | que les des aij. 
En vertu d’une remarque anlto*eure on aura done 

I ^n, p 1 = p; 

la serie 

I 0 1 I hf2^ 1 1 A -f- ... --i-- 1 p [ AP h- . . . 

est done convergente et sa somme est au plus %ale a 
D’ailleurs la sdrie a termes positifs 

Ao-f- Aj Qo-h. . .-h A/iQ/2.-i-+-. . . 

est convergente; la serie equivalente a P — i verifie done, pour 
les valeurs de qui satisfont a Finegalite les conditions 

1 ® et 2 ° du n° 38 et pent done se mettre sous la forme 

A'o -H ir -f- . . , -h H- 

C’est precisdment le resultat que nous avons obtenu dans le nu- 
mdro precedent, pour le cas general. 

II est aisd de voir que, dans le cas qui nous occupe, la sdrie qui 

fournit est absolument convergente. 

Enfin, en vertu d’une remarque faite au n° 38, la sdrie 

Icq-^- kicc “h. . .-H . . j 

qui reste convergente quand on y remplace les coefficients par 
leurs valeurs absolues et x par A, a alors une somme Qui est au 
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plus egale a celle de la serie 

Ao H- Ai Qo ~f- . . . -I- A 71 Q/z — 1 Q — i . 

II convient de remarquer, comme dans le 38, que, si les con- 
ditions imposees ici an produit infini 

P = (H- Mq) • • • 

sont y^rifiees, elles le sont encore pour le produit infini egal 

(l -1- C^o)(l-i- «^i) . . . (iH- 

dont les facteurs s’obtiennent en groupant ensemble, en nombre 
fini ou infini, les facteurs du produit P, ainsi que permet de le 
faire la th^orie des produits infinis a double entree. En effet, si on 
effectue le meme groupement sur le produit infini 

Q = (n-Ao)(i-l-Ai).. .(i-hA/i)..., 


on le transformera en un produit infini egal 

d’ailleurs i + ^tant obtenu en faisant le produit d’un nombre 
fini ou infini de facteurs de P, pris cbacun une fois, (Vo peut, d’a- 
pres le theoreme m^me que nous venons de d6montrer, etre mis 
sous la forme d’une serie enti^re enx quireste convergente quand 
onremplace tous ses coefficients parleurs valeurs absolues etdont 
la somme est alors au plus egale a Bq ; de meme pour • • • 

et Bo, . . . ; enfin la s6rie a termes positifs 

Bo + Bi -h . . . H- Bjf-h . . . 

est convergente; les conditions sont done verifiees pour le produit 
transforme. 

42. Nous allons maintenant d^duire quelques consequences 
tres importantes de la proposition du n*' 37. 

Soit 

(${cc)= ao-haiX -4-. . .-h • . 

une serie dont le rayon de convergence est R. Pour une valeur 
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quelconque x satisfaisant a la condition 

\x\<K, 

la fonclion adinet des deriv^es premiere, seconde, etc., an 

sens de la theorie des fonctions d’une variable imaginaire; c’est- 
a-dire qne Texpression 

r .r ) 

k 

tend vers une limite <S\oc) quand h tend vers zero (^), que I’ex- 
pression 

h 

Lend, dans les memes conditions, vers nne limite et ainsi 

de suite. Les derivees successives de ^{x) ne sont autres que les 
sommes des series convergentes 

1 .ai-t- ... 

\ ‘l.'^azx — na,iX^^-- . . . , 


Soil en effet x un nombre que nous regarderons comme fixe 
dans ce qui suit et dont nous supposerons la valeur absolue X 
moindre queR; soient Hun nombre positiffixemoindre queR — X 
et h une variable qui reste en valeur absolue moindre que H. De- 
signons enfin par Aq, Ai , . . . , A«, ... les valeurs absolues de 

^ 1 , ..., anj D’apres le premier theoreme d’Abel (n'^ 30) la 

serie a termes positifs 

Ao-f- Ai(X + 

est convergente et il en est de meme de la s^rie 

9?(;r-h A)= ao-H {x -h A)-f-. . .-f- -h A)"-!-. . . 


(') En d’autres termes, pour une valeur determin^e de x, au nombre ^{x) 
correspond un nombre {x) jouissant de la propriete suivante : chaquc 
nombre positif s, on peut faire correspondre un nombre y\ tel que Ton ait 


SOUS la seule condition 
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On a d’aiileurs 

/i)«= cificc^-^ Y 

n(n — i)..An — p-f-i) „ 

H 1 ± ^ anX^-PhP’^.. 

I .li . . . 

et la somme des valeurs absolues des termes du polynome en h 
qui figure au second membrcj quand on y remplace A par H, n’est 
autre chose que A,^(X + H)'*. La s^rie 

Ao-4- Ai(X -4- H)-i-. . Art(X -H 

etant convergente, on voit que la serie A), ou Ton regarde A 

comme la variable, se trouve dans le cas du n*^ 38; elle peut etre 
mise sous la forme d’unes^rlea double entree absolument conver- 
gente, qui peut etre elle~meme ordonn^e suivanl les puissances 
de A. Les series partielles 

ao 4- 5? -H • . . -H -H • - * 1 

1. 2a2 4-2. 3^3 57 Hr. . .4-(7l — 



qui figurent comme coefficients de A®, “Y ? "j — sent absolument 

convergentes et, en d^signant les sommes de ces series par ®(^), 
. w , on aura 

\ 1.2 


Cette formule subsiste tant que Ton a 

On d^duit de cette formule la relation suivante 

=(S'(x)+—r{x)+..., 

qui montre, puisque le second membre est une fonction continue 
de A, que I’on a 

A = 0 ^ 


et ainsi de suite. 
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Les series <S'{x), absolument convergentes tant que 


ne peuvent etre convergentes pour une valeur b dextelle que Ton 
ait 

\b\>R. 

Si en effet, 4tait convergente pour x = b,on aurait 


et a fortiori 


lim. 1 najih^ | — o 

rt=:oo 


lim. \anb^\ = 

nz^i CO 


par suite la s4rie ®(ic) serait convergente pour les valeurs de x 
satisfaisant aux conditions 


R<|^|<l^l- 


Toutes les series 9{x), <S’{x), ^"(x), . . . ont done le m^me 
cercle de convergence. Ilpeutd’ailleurs arriver que, surla circon- 
ference, la premiere s^rie soit convergente sans que les autres le 
soient ; e’est ce qui arrive si Ton suppose 


La s^rie 


^ X x^ 

®(^) = 77 + ^ + •••-+- 

‘S'(x) H- — ‘S'^x) 

I I • 2 


convergente assur^ment si I’on a 

|AiSR-X, 

pent ^tre convergente pour d’autres valeurs de h. Ce fait sent de 
fondement a la th4orie de la continuation que Ton d^veloppera 
plus tard (n°® Sl-60); la proposition qui fait Tobjet principal du 
num^ro suivant r^sulterait immediatement de cette theorie; toute- 
fois nous la platens ici pour ne pas interrompre la suite des id4es. 


43. Soit 9(x) une s4rie entiSre en x, convergente dans tin 
cercle C de rayon R et dont tous les coefficients ne sont pas nuls. 
En un point Xi int^rieur a C la fonction 9(x) ne pent pas 4tre 
nulle ainsi que toutes ses d4riv4es. 
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En effet, si Ton pose 


on aura 


-j- A, I A I < R — I 1 , 


== ^(Xi) + - A 


I .2 . . . 


A^-h 


Supposons que $‘(^) soil niille ainsi qiie fcoiites ses derlv^es pour 
^ ; alors le second niembre sera nul quel que soil h] le pre- 

mier membre sera done nul pour toutes les valeurs de x qui veri- 
fient la condition 

1 ~ 1 < H — I 1 , 

sous laquelle le developpement de suivant les puissances 

de /i = X — X] est legitime; e’est-a-dire que sera nulle pour 

tons les points x situes a i’interieur du cercle Cj decrit de X\ 
comme centre et tangent interieurement an cercle C. II en sera de 
m^me de toutes les derivees de ainsi qu’on le voit soil en 

regardant une derivee comme la Hmite du rapport de I’accroisse- 
ment de la fonction a I’accroissement de la variable, soit parce que 
Ton peut dcrire pour les derivees ^\x)^ ^'^(x)^ . . . des d^velop- 
pements suivant les puissances de A analogues a celui de ®(^) que 
nous venous de considerer. 

Si le cercle C^ contient le point o, la fonction ^(x) etant nulle 
en ce point ainsi que toutes ses derivees, tons les coefficients de 
son developpement suivant les puissances de x devraient etre 
nuls (n® 36), ce qui est contraire a I’hypothese. Si le cercle Ci ne 
contient pas le point o, on prendra a I’int^rieur de ce cercle, sur 
le rayon oppose a celui qui aboulit au point un point x^ pour 
lequel on appliquera le m^me raisonnement; ^(x) devra etre 
nulle ainsi q\ie toutes ses derivees pour tons les points interieurs 
au cercle C 2 decrit de x^ comme centre et tangent interieurement 
a G. Si le cercle C 2 contient le point o, la demonstration est ter- 
minee; sinon, en continuant de la meme faQon, on parviendra evi- 
demment a enfermer, au bout d’lm nombre fini d’operations, le 
point 0 dans un cercle a Finterieur duquel on saurait que la 
fonction ^(x) est nulle ainsi que toutes ses derivdes et Ton arrive 
loujours a la m^me conclusion. 


44'. Voici maintenant quelques consequences imporlantes de 


T. et M. I. 


5 
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cette pi’oposition ct cju^il faut rapprochcr dcs resultats analogues 
obtenus dans le n° 36 pour le point o. 

Pour x — x, la fonction peut etre nulle ainsi que ses de- 
rivees, mais il existe une derivee qui 

n’est pas nulle. En supposant que toutes celles d un ordre moindre 
soient nulles, on peut ecrire 




I .2 ... n 


{x — 


1 . 2 . . . (/I + t) 


{X — 


(S{x) = {X — Xxy^'?{x--Xi), 

designant une serie entiere en [x — X\) qui n’est pas 
nulle pour x — x^ et qui est convergenle dans le cercle Ci ; on 
dit alors que X{ est un zdro d’ordre n de ^(x). 

Le point a:,, intdrieur au cercle C, ne peut pas ^tre la liinite 
d’un ensemble infini de points pour lesquels <S{x) s’annule, par 
exemple x^ ne peut pas appartenir a un arc de courbe, si petit 
qu’il soit, en tons les^points duquel ^{x) s’annulerait. 

Deux series entieres en x, convergentes dans le cercle C, ne 
peuvent avoir des valeurs dgales pour les points d’un ensemble in- 
fini admettant pour limite un point x^ int^rieur a G, par exemple 
pour tons les points d’un arc de courbe intdrieur a C, sans ^tre 
identiques, e’est-a-dire sans que les coefficients correspondents 
dans les deux series soient dgaux. 

Enfin dans un cercle C' concentrique a C et de rajon moindre, 
il ne peut exister une infinite de points distincts pour lesquels 
^{x) s’annule : si I’on considere, en effet, I’ensemble infini que 
formeraient ces points, on voit qu’il admettrait necessairement 
comme point limite un point interieur a ou situe sur sa circon- 
ference (‘) et dans tons les cas interieur au cercle G. 

4S. Soit 

^(^x) = ao "H CtlX -f- . . . CijiX^^ H- . . . 

line serie convergente dans le cercle C; la s6rie 




ati 

n -t- i 


. . . 


(q C’est une g^ntolisation facile du tlidor^me de Bolzano {voir \ Introduction 
d la theorie des fonctions, de M. J. Tannery, p. 42, n^SS). 
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sera convergente au moms dans le m^me cercle, car si^ pour une 
valeur particuli^re de x, | | tend vers zero quand n augmente 

ind^finiment, il en est de meme de - . D’ailleurs, la d^rivee 

^(x) de la s^rie ^(x) est ^gale a ®(x); les deux series ®(x), 
:^(x) ont done le meme cercle de convergence (n°42). Enfin, on 
pent demontrer que, sur la circonference meme, la s6rie ^(x) est 
convergente aux points ou la serie ®(x) est elle-m^me conver- 
gente (^ ) ; mais inversement, comme nous I’avons deja fait obser- 
ver dans le n° 42, sur la circonference, la convergence de ^(x) 
n’entraine pas celle de ®(x). 

De I’egalite 

resulte la consequence suivante : si Ton considere un arc de 
courbe y, interieur au cercle C, defini par la relation 

X == cp(?) -h i 

ou la variable reelle t doit varier de a ti et ou 
des functions redles de admettant les derivees 
aura, en prenant Tintegrale le long de Fare y et en designant par 
Xo, Xi les extremites de cet arc qui correspondent aux valeurs 
de 

dw = - ^{x,) (2). 

46. Reprenons les notations du n® 37 et considdrons k nouveau 

(’) C’est une consequence de la seconde des propositions ^noncees dans la note 
du n® 31. 

(2) Nous rappelons rapidement la demonstration de cette proposition, afin 
d'^viter, dans Fesprit du lecteur, toute confusion entre les int<5grales relatives 
aux variables imaginaires et celles qui se rapportent aux variables r^elles. 

Si, pour les valeurs de x que d^finit la relation a? = cp(^) + on a, en 

designant par 4>(^), ^(^), des fonctions reelles, 

%{x) = 4>(0 -t- iw(«), = <S{x) = «.,(<) 4- i'r,({), 

on aura 

)[?'(<) + 

OU 

<£.'(«) -h = [4>.(0 + [?'(<) + ^Y(0] 
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Z^O -f“ '+■ • ' • 4- -f- . • • 

dont tons les termes sont des fonctions de x satisfaisant aiix 
di verses conditions imposees dans ce n*" 37. La somme ^{x) de 
cette serie pent, comine on I’a vu plus hautj etre mise sous forme 
d’une s^rie enliere en x pour les valeurs de la variable qui salis- 
font a la condition 

l^K A; 


et, par suite, 

(I) 


ijf ' ( « ) = ‘I’, ( 0 't'' ( 0 + ’*'■. ( 0 ?' ( i ) • 


D’ailleurs on a, par definition, 

J <Si,a:)dx= 

+ i f '[<f>.(«)4''(0+^',(0 

or les inlegrales qui figurent dans le second membre ayant le sens de la theorie 
des fonctions d’une variable r^elle, on voit, en tenant compte des 4galit(^s (I), 
que ces integrales sont respectivement egales ^ 


ce qui demontre I’^galit^ 



x) dx~ 


On aurait pu ^tablir le meme resultat en partant du th^oreme demontre au 
n" 28. En supposant la courbe y int6rieure k un cercle G' concentrique C et de 
rayon moindre et en se rappelant que, dans ce cercle C , la serie *3? (5?) est uni- 
form^ment convergente, on voit qu’on pourrait dcrire 



dx 


= a, f dx-ha, f xdx-\-...-^a^ I 

Jy Jr Jy 


x^ dx - 


il resterait k dtablir les egalitds 




qui sont, au fond, des cas particuliers de Edgalite que nous voulons ddmontrer, 
mais qu'il est facile d’dtablir directement en se reportant k la definition des in- 
t^grales prises le long d’une courbe. 

(1) Nous dcrirons u^{x ^ la place de u,^ quand nous aurons besoin de metlre 
la variable en Evidence. 
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elle admet done (n° 42) pour ces valeurs, des derivees 
; nous aliens montrer que, si Ton designe par 
les derivees successives de la fonction derivees qui existent 
aussi en vertu du precedent num^ro, les series 

Wq •+■ -4- . • . . 5 

Wy -h M 1 -H . . . 4- wJi H- ♦ • • , 


sont convergentes pour les^jpa^naes valeiirs de x et outpour sommes 

i , , > ’ 

n n SJ t > « ' 

Soil en efFet x un nombre fits dont la valeui? absolue X soil 
moindre fjue A : soit h une’ variable dont la valeur absolue H 
reste moindre que A — X. Considerons la serie 

dont les termes sont des fonctions de h ; on a, d’apiAs le n“ 42, 

+ A) = «« 4- ^ A 

d’ailleurs la serie if(xH-A) est uniformement convergente pour 
les valeurs consider^es de h ; on peut done appliquer le tbdorfeme 
du n° 37 et mettre (p(:c + A) sous la forme d’une sdrie enti^re 
en A ; on aura ainsi 

jfzzoo Tl~co ” 00 

<f(a?4- A) =2 M„4- j 2 2 <+•••> 

n~0 «=0 «=0 

et le theoreme est demontre. 

47. Supposons maintenant que, pour les valeurs de x qui satis- 
font a la condition 

\x\<k, 

la serie 

] Wo I -h 1 Wi I 4- . . . -H ] W/J 1-h - . . 

soit uniformement convergente et que sa somme reste inferieure 
a un nombre positif fixe, le produit 

7Z = 0O 

P(a?) = JJ(I + M„) 
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pourra, pour ces valours do etre mis sous la forme d’line s^rie 
entiere; la fonclion P(^) admet done des deriv^es. Pour les 
former, on mettra le produit infini 

n = oo 

+ h) = n [l Un{x /i)] 

SOUS la forme d’une serie entiere en A, ce qui, en vertii du meme 
raisonnement qne pour la s^rie, est possible pour toutes les va- 
le urs de h qui v^rifient la condition 

1^1 <A— \x\. 

On a vu, n° 40, que, dans ce d6veloppement, le coefficient de la 
premiere puissance de la variable, qui est ici A, pent se mettre 
sous la forme 


P 



I-H Uq{x) 


{x) ^ ^ ^ u'n(sc) ^ 

I -4- Wj ( a? ) 1 Ufi (^00 


pourvu qu’aucune des fonclions 

ne soit nulle, e’est-a-dire pour toutes les valeurs de x telles que 
P(^) soit different de zero. On a done, en ddsignant par V^{x) la 
d(§riv^e de P(^), 


j 

P (.r) ” i-f- 1 -+- Wi * * ’ I -H W/i 


et Pon voit que la derwee logarithmiqiie de P(^) est la somme 
des d^riv^es logaritbmiques de ses facteurs. Si P(^) 6tait mil, il 
faudrait que Pun des facteurs, i + Un par exemple, ful nul ; on 
verrait alors sans peine que la d6riv^e de P(^) serait donnde par 
la formule 


P'(^) = (l -f- Mo)(l "+■ ^l)* • '(^ ) ZZ^j(l -4- ■+■ Z^/i4-2)* • • • 


e’est encore la meme regie que pour un produit limite. 


48. Placons-nous maintenant dans le cas du n"^ 38, ou, en con- 
servant les notations de ce numero, la s6rie a double entree et a 
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termes positifs 

OL = co p — ao 

y yi«„,pAPi 

a=o p = o 

est convergente. D^signons par 

P=rcio 

p=0 

ce que devient la serie quand on y remplaceles coefficients 

cin^ p par leurs valeurs absolues ; il est clair que les deriv^es 
U"(^), ... de U/?(^) ne seront autres que les series 

... dans lesquelles on remplace aussi les coefficients par 
leurs valeurs absolues. On voit de suite que la serie 

cp(ii7 “H h) = -h h) H~ Wi(.r H- /i) -4". . .-h Ufi{x -f- A) 

oil Ton regarde x comme une constante dont la valeur absolue X 
est moindre que A, et A comme une variable dont la valeur ab- 
solue est inferieure ou ^gale h. K — X, satisfait, elle aussi, aux 
conditions ( 1 °) et ( 2 ®) du n"" 38; en effet, chacun de ses termes 
peut ^tre remplace par une s6rie entiere en A; et (i®) si, dans la 
s^rie 

h 

on remplace les coefficients des puissances de h par leurs valeurs 
absolues et h par A — X, on formera une s^rie dont les termes 
seront respectivement moindres que les termes correspondants de 
la serie 

u„(X) + u;(X) + u^x) +• ■ ■ = u„(A) = a„ ; 

d’ailleurs ( 2 ®) la serie 

Ao“{“ Ai -h . . .-f- A/j-f-. . . 

est convergente. D^s lors, on peut appliquer a la serie qui repr^- 
sente ^[x + h) et au produit infini 

n~ao 

P(^ + A) “ n [l —h -f" A)J 

n = 0 
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les resultats obteniis dans les 38, 41, et Ton a ainsi etabli, 
sans s’appuyer siir la proposition generale du n° 37, que les series 

Ill (^) K (^) -t- . . .-h -h . . . , 


sont absolument convergentes tant que Ton a | | A, qu’elles 

representent les derivees • de la s^rie cp {x) et que, 

en supposant toutefois P(^) different de zero, la serie 

<(^) 

14- Mo(a:.*) IH- *“ i-^Un{cc) 

est absolumenl convergente dans les memes conditions et repre- 
sente la derivee logarithmiqiie de P(^). 

II est aise de voir, en outre, que la serie 

ul{x) 4 - u\ (x) 4 -. . . 4 - u'^(x)^., . 

satisfalt aiissi, ainsi que les d^riv^es suivantes de ^(x), aux con- 
ditions ( 1 ®) et ( 2 °) du n® 38, pourvu qu’on remplace A par A — e, 
s etant un nombre positif aussi petit qu’on le voudra. 

Enfio, en vertu de remarques faites dans les n°® 38 et 41, des 
conclusions pareilles s’appliquent aux series et produits infinis 
que Ton peut deduire de la serie o(x) ou du produit infini P(^) 
en groupant les termes ou les facteurs de cette serie ou de ce 
pi'oduit. 

49. Voici encore une consequence du n^^ 37. Soient 

4-. . .4- 

cp(a7) = 4-...4-^«^'* 4-. . . 


deux series entieres, la premiere eny, la seconde en x. 

Supposons, en designant par A et B deux nombres positifs, 
que pour les valeurs de x qui verifient la condition 

I a? |< A, 

la seconde serie soit absolument convergente et que Ton ait 
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supposons, de plus, qiie la premiere serie soit absolument con ver- 
gente poury =: B. 

La premiere serie, quand on j regarde y comme egal a cp (^), 
est uniformement convergente pour toutes les valeurs de x qui 
satisfont a la condition | .r ] <^ A ; d’ailleurs pour ces va- 

leurs, a cause de la regie de multiplication des series, peut ^tre 
mis sous la forme d’une serie entierc en ^ ; il en est done de 
meme de la fonction /[cp (^)]. 

En particulier, on se trouvera dans le cas du n° 38, si la serie 
a termes positifs 

est convergente et a une somme egale ou inf^rieure a B. 


SO. La proposition precedente montre quel’inverse d’une serie 
entiere en x 

CoH- Cicr H-. . .H- . . , 


convergente sous la condition 

\x\<C, 

ou C est un nombre positif, peut elle-meme etre mise sous la forme 
d’une serie entiere en x, quand le premier coefficient n’est pas 
nuL 

On peut, en effet, poser 




puis 6crire 

^{ x ) ^0 ^0 


pourvu que I’on ait 


l7l<l<^ol ; 


on peut d’ailleurs determiner un nombre positif D C, tel que, 
sous la condition 

la?l<D 


on ait 


|jk1<K<1co1, 
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K 4tant iin Dombre positif; cela resulte de la continuity de la 
s^rie 

dans le voisinage de ^ = o. D^s lors, on voit que, pourvii que x 
soit moindre que D en valeur absolue, les conditions requises 
pour I’application du thyoreme du numyro precydent sont veri- 
fiyes, et, par consequent, pour ces memes valeurs de Xj I’inverse 
de ^[x) est elle-meme une serie entiere en x. 

II en sera de myme du rapport 

^i(^) 

ou est une autre serie entiere en x^ convergente lorsque 

Ton a I ^ I < D, comme on le Yoit en miiltipliant les deux syries 




9{xy 


au surplus, pour trouver les coefficients de la syrie dgale an rap- 
port considere, on pourra, au lieu d’appliquer le precede pryce- 
dent, employer la mythode des coefficients indeterminys ou efFec- 
tiier la division comme s’il s’agissail de polynomes ordonnes 
suivant les puissances ascendantes de x, 

Des considyrations d’une autre nature montrent que le cercle 

de convergence de la syrie entiere en x qui est egale a est la 

plus petite des valeurs absolues des racines de I’yquation = 


IV. — Continuation des fonctions. 

51. Les paragraphes precydents montrent comment la considy- 
ration des sdries enti^res donne n’aissanee a des fonctions de, x 
continues, admettant des dyrivyes, Toutes ces fonctions, obtemies 
par des syries entiyres, ou des combinaisons, en nombi'e fini ou 
infini, de ces series, se ramynent elles-mymes a des syries en- 
tiyres, et se trouvent toujours, a moins qu’il ne s’agisse de fonc- 
tions transcendantes entieres, enfermyes dans un cercle, le cercle 
de convergence de la syrie finale. II nous reste a montrer com- 
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ment on peut sortir de ce cercle : on y arrive par la notion de la 
continuation des fonctions 
Soit 

— 57o) = «o-+- — a?o) . .H- — . . 

line serie endure en x — Xq, adniettant pour cercle de conver- 
gence le cercle Co, de centre Xq^ de rayon Ro* La somme de cette 
s^rie definit une fonction de x pour toutes les valeurs de la va- 
riable qui verifient la condition 

1 a? — ;ro| < Rq. 

Cette sdrie est, suivant la terminologie de M. Weierstrass, un ele- 
ment de fonction analytique. 

Soit, maintenant, x^ un point situe a V interieur da cercle Co* 
Si Ton fait 

X Xi — xo-^h, h = X — Xi, 

il existera, d’apres le n^ 42, une serie procedant suivant les puis- 
sances de A, ayant la meme somme que la serie proposee, et con- 
vergente tant que Ton aura 

\x — xi \ <Ro— 1^1— 


c’est-a-dire tant que le point x est a I’int^rieur du cercle d^crit dn 
point Xi comme centre, et tangent interieurement au cercle Co; 
nous d^signerons cette serie par 

^Si{x — Xi) = ^oH- .-f* ba{x — xiy^~\~ 

Les coefficients boj . ne sont autre chose que les 

valeurs, pour^ = ^r^, des fonctions 

D6signons par R^ le rayon du cercle de convergence C^ de la 
serie Deux cas peuvenl se presenter : ou bien I’on 


(‘) M. M^ray, qui, par son enseignement et ses publications, a M Tun de 
ceux qui ont le plus contribud ^ fonder la tb^orie des fonctions sur la conside- 
ration des series entieres, emploie I’expression de cheminement. 
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aura, quel que soil le point interieur au cercle Co, 

Ri= Ro — liTi — ^o|; 

ou bien, pour certains points au moins, on aura 
Ri> Ro— — ^o|- 

Dans le premier cas, dont on a d’ailleurs des exemples (^), la 


(*) Telle est la s6i'ie signalee par M. Lerch {Acta mathematica, t. X, p. 87) 

n=zta 

(^{x) = ^ ^1.2. 

/ 2=:1 

dont le cercle de convergence a 'pour rayon 1 : si Ton pose 
^ = r(coscp -H 3 sin9) (r<i) 

et si Ton suppose cp =- a-it, et ^ etant entiers, on voit sans peine qu’on peut 
ecrire, pour cette valeur de la variable, 

n=zq — l n~oo 

<S{a:)= 2 

n=:l n^q 

La seconde partie du deuxieme membre est reelle et la valeur absolue de la pre- 
miere est moindre que q — i ' la seconde partie crolt d’ailleurs inddfiniment 
quand r tend vers un, par des valeurs croissantes; il en est done de m^me de 
I ^{x) [ quand le point x s’approche de la circonf^rence du cercle en restant 
sur le rayon qui aboutit au point dont Taffixe est 

p . • ■ P 

cos — 2 'I^-l-^Sln~ 27 :: 

q q 

on en conclut que ce point ne peut 6tre situd k Vinterieur du cercle de conver- 
gence d’une s6rie — ddduite de ^{x) comme il a 6td expliqu6 dans 

le texte. D’ailleurs sur tout arc de la circonf^rence du cercle Cj, se trouvent une 
infinite de points dont Taffixe a la forme pr^eddente; tons les cercles de conver- 
gence des series telles que ($^{‘x — x^) sont done tangents int6rieurement au 
cercle Il en serait de m6me pour la serie 

n~oo 

n = l 

et d’autres series analogues qui se rencontrent dans la tb^orie des fonctions el- 
liptiques, mais la demonstration est un peu plus compliqude. On pourra consul- 
ter sur ce sujet un intdressant article de M. Mtoy dans le Bulletin des Sciences 
mathematiquesj 2« serie, t. XII, p. 248. 
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fonction definie par la premiere serie est reellement 

enfermee dans le cercle de convergence Co ; elle ne pent ^tre con- 
tinue e an dela. 

Le second cas est celui qui se pr^sente le plus souvent dans les 
applications elementaires; nous allons nous j arreter. 

52. Dans le cas qui nous occupe maintenant, les deux cercles Co 
et Ci ont une partie commune [CojC^]. Nous allons demontrer 
que, en tout point interienr a la fois aux cercles Co, C^, les 
deux series — ^o)? — ^\) representent la meme fonc- 

lion. 

D’abord, pour tout point x\ situ6 a Finterieur du cercle C^ de- 
crit du point comme centre et tangent interieurement a Co, les 
deux functions — -^o)? sont egales ainsi que 

leurs derivees. La chose est evidente pour les derivees, si Fon 
regarde celles-ci comme les limites du rapport de Taccroissement 
de la fonction k celui de la variable. Elle apparait aussi claire- 
ment, si Fon compare les deux developpements 

«^o) ■+• Y — Xo) 

^1) Y ^1) ■+'' • Y~ ^ 

developpements ou — x^), — x^) designent les va- 

leurs pour x = x' des derivees par rapport a . 2 ; de ^q{x — Xo)^ 

— Xi)j et que Fon obtient en rempla^ant, dans ces der- 
ni^res fonctions, x par x ^ puis en developpant suivant les 
puissances de A. Ces deux series entieres en h doivent avoir des 
valeurs Egales pour des valeurs suffisamment petites de A, et, 
par consequent, doivent avoir leurs coefficients correspondants 
4gaux (n°36). Si done le point ? est interienr au cercle C' , les deux 
series ^^{x — Xq)^ — x^) ont meme valeur en ce point, 

ainsi que toutes leurs d^riv^es. 

Si Fon consid^re, en general, deux points quelconques x^ et i, 
on pent les supposer relies de la fa^on suivante. Imaginons une 
suite form^e par un nombre fini de points, d’ailleurs aussi rap- 
proches qu’on voudra, 




• • ? 
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dont les points et ^ soientle premier et le dernier, et une suite 
correspondante de cercles 

U 15 r*!, r25 •••> T/z) r? 

tels que le centre de chaque cercle soit le point correspondant de 
la suite 

?2} • • • y 

et que chaque cercle contienne, a son int^rieur, le centre da cercle 
suivant. Nous appellerons la figure form^e par ces cercles et leurs 
centres chaine de cercles entre et ^ (^). 

Les points et ? ^tant interieurs a Tespace [Co,Ci], nous 
supposerons la chaine form^e de cercles qui soient tous interieurs 
a cet espace et qui n’en touchent m 4 me pas la limite. On pourra, 
si Ton Yeut, prendre, par exemple, les points ^2? • • • ? sur 
le segment de droite qui joint k 

Ceci pose, en tout point du cercle c^, les deux siries ^o(x — Xo), 
^i{x — Xi) ont les m^mes valeurs, ainsi que toutes leurs deri- 
vees; nous dirons que, dans ce cercle, elles coincident. Le 
point est interieur aux cercles c^, Co, C^. Si, dans Tune on 
Tautre des series — -^i), on remplace x par 

et qu'on ordonne par rapport k on formera 

deux series identiques entieres en x — . On peut representer 

Tune ou I’autre par 

wi(^ — ?i); 

cette derni^re serie converge surement dans le cercle interieur 
aux cercles Co, C^, et y coincide tant avec ^(^{x — Xo) qu’avec 
^i(x — Le point ost interieur aux cercles Co, C^, Si, 
dans les. series — ^0), — on rem- 

place X par $2 + ^ ot qu’on ordonne par rapport k x — ^2, 
on formera Irois series identiques entieres en x — ^2, ot dont 
Tune quelconque peut ^tre repr^sent^e par 

— ^2); 

cette derniere serie converge dans tout le cercle r2 interieur a 


(*) II est souvent commode de supposer que chaque cercle contienne aussi le 
centre du cercle pr^c^dent, afm qu’on puisse descendre la chaine en allant de I 
a comme on la monte en allant de k 
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Co et a C^, ety coincide avec — -^o) et — x^). On 
continiiera de la meme facon, et Ton parviendra ainsi, par un 
nomhre jini d’ operations, a nne s^rie entiere en x — 

convergente dans le cercle T de centre interieur aux cercles Co 
et C^, et comcidant, dans ce cercle, tant avec qu’avec 

(x — Xi). La proposition est demontree. 

53. Nous venons de voir qu’il existe ime fonction f(x) qui, 
pour tout point interieur soit au cercle Co, soil an cercle C^, coin- 
cide soit avec ®o(^ — soit avec — soit avec les 

deux, si le point x est a la fois interieur aux deux cercles. 

Pour un point de la circonference dii cercle Co situe a Pinte- 
rieur du cercle C^, on doit prendre pour definition de /(^) la va- 
leur que fournit la serie ^i(x — Xi). A cause de la continuite, on 
voit que, si la serie se trouve etre convergente en ce 

point, elle fournira la meme determination, comme il resulte du 
second theoreme d’Abel , en supposant qu’on s’approche du 
point X en suivant le rayon du cercle Co qui y aboutit. Mais la 
serie ^o{x — Xq) pent n’etre convergente en aucun point de Taxe 
considere, et il faut alors recourir a la seconde serie (x — ). 

Les points situes snr Parc de cercle C< , contenu a Pinterieur 
de Co, donneraient lieu a des observations semblables. 

Les arcs de chacun des cercles Cq, C^,' qui sent int^rieurs a 
Pautre, peuvent etre effaces, et, dans Paire limitee par les arcs 
restants, aire que nous d^signerons par le symbole 

((Co, GO), 

on a defini line fonction univoque /(^), jouissant des propriet^s 
qui suivent : En chaqiie point a interieur a Paire consideree, la 
fonction est finie, continue, et admet des derivees de tous les 
ordres; elle est developpable en une s^rie entiere en x — a, con- 
vergente pourvu que la valeur absolue de ^ — a soit suffisam- 
ment petite. (On exprime souvent Pensemble de ces propri6tes en 
disant que la fonction est reguliere en a,) 

On dit aussi que la serie ^q{x — ^o) ^st continiiee dans le 
cercle G^ , hors du cercle Co, par la s^rie {x — ). 
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o4. II est a peine utile de faire remarquer que, si la sdrie 
est continuee par la sdrie 

^i{x — Xi) = Z>o+ bii^x — . ."-I- hfil^x — x^y ^-^- . . 

les series 

%{x — Xii), %{x — XQy ..., 

deriv^es successives de la premiere, seront, de meme, continuees 
par les series 

($[{x-^x,y 9[{x^x,y 

derivees successives de la seconde. 

De meme encore, si Ton pose 

^(x — Xo) = yCor — — 

^i{X — Xi) = ^ ^ 

la s^rie ^o(^ — ^o) sera continuee, dans le cercle Ci , par la 
serie 

qiii, au point coincide avec elle ainsi que ses derivees. Dans 
le cas ou le cercle C^ contiendrait le point l^s deux series qui 
se c ontinuent devraient etre eg’ales pour x = Xq; on aurait alors 

^o)- 


53. On a suppose, dans ce qui precede, que les cercles Co, 
^taient les cercles de convergence des deux series — ^o)? 

— mais il est evident que tons les raisonnements sub- 
sisteraient sans modification si Ton avait pris , a la place du 
cercle Go, un cercle concentrique de rajon moindre; puis, apres 
avoir deduit de la meme fagon la sdrie ^i(x — Xi) de la serie 
^o(:r — Xq), a la place du cercle C^ un cercle concentrique plus 
petit. 

Si Ton continue a supposer que les cercles Co et C^ sont les 
cercles de convergence des deux series 9o(x — ^o)^ )? 
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on pent faire une remarque interessante relative aux rayons Ro 
et R^ de Co et C^ : 

Le cercle C, ^tant, au moins , int^rieurement tangent au 
cercle Co, on a 

Rl = Ro— — 


On a, de meme, 


Ro>Ri-~ I Xi — iTol- 


Cela est evident, si le cercle C< ne contient pas ccq a son int^rieur; 
dans le cas contraire, cette inegalite r^sulte de ce que I’on aurait 
pii deduire la serie 9?o(-^ — ^o) de la serie (x — ), comme on 

a deduit {x — Xi) de ®o — «^o) ? e>n poserait 


= ^i(xq — Xi-hx — Xq) 

= (Si(XQ—Xi) -h — — (a? — ^o) -He . . 

Xi) ^ 


etla serie qui figure dans le dernier membre serai t identique, terme 
par terme, k^^^x — x^)^ puisque les deux fonctions [x — x^ ), 
^^q{x — Xq) doivent, pour^ = ^o? etre egales, ainsi que toutes 
leurs derivees ). 


56. Si Ton prend un point x>y int^rieur a I’aire ((Cq, Ci)) et si 
Ton considere la serie 

— ^2) 

entiere en x — x^^ qui repr^sente en x^ et aux environs imme- 
diats la function /(^)5 il peut arriver que le cercle de convergence 
de — 0 : 2 ) depasse Faire ((C^, C^)), ce qui permel alors 

d’etendre Faire dans laquelle la fonction f{x) est d^finie. Et Fon 
peut continuer ainsi. On concevra d’ailleurs plus facilement la 
possibility de cette extension par les remarques que nous aliens 
faire dans ce numyro et dans le suivant. 

Considerons une portion (A) du plan, limitye par un on plu- 


(‘) Si Ton donne au point x^ les diverses positions qu’il peut occiiper dans le 
cercle G^, ^ chaque position correspondra une valeur pour Rj, II r^sulte de la 
remarque pr^cMente que la limite sup6rieure de I’ensemble des valeurs de R^ 
est 2R0. On dymontre que la limite inferieure de cet ensemble est 0, limite qui 
n’est d’ailleurs atteinte pour aucun point interieur k Co- 
T, et M. — I. 


C 



82 


INTRODUCTION. 


sieurs contours, mais d’ailleurs connexe^ c’est-a-dire telle qne Ton 
puisse toujours joindre denx points interieurs a (A) par uneligne 
brisee situee tout entiere dans (A) et n’en rencontrant pas le 
contour. 

Supposons qu’une fonction /(^) soit definie pour tout point a 
appartenant a (A) ou a son contour, et soit telle qu'il existe une 
serie — a), convergente pourvu que la valeur absolue de^z? — a 
reste inferieure a un certain nombre positif fixe r, independant de 
a, aussi petit qu’on le voudra, et que cette serie ait les memes 
valeurs que /(^) dans le cercle de centre a et de rayon r(^). 
Nous dirons que la fonction f{x) est holomorphe dans raire(A), 
et sur son contour. 

Soit une seconde fonction cp(^) aussi holomorphe dans Paire 
(A) et sur son contour, le rayon de convergence des series entieres 
par lesquelles on peut Pexprimer aux environs de chaque point 
etant aussi au moins 6gal a r. 

Si en un point a, interieur^ (A), les deux fonctions /(^), ^{oc) 
sont ^gales ainsi que toutes leiirs d^rivees, elles coincident entout 
point de Paire (A). 

Autour de ce point a, en effet, dans un cercle de rayon ^gal ou 
inf^rieur a r, les deux fonctions sont represent^es par la m^rne s^- 
rie entiere en ^ — a\ soit maintenant &un autre point interieur a 
(A), on pourra relier les deux points b par une chatne de cer- 
cles^ tous de rayons inf^rieurs a r et tous interieurs a Paire (A). 
Des lors, le raisonnement employ^ dans le numero precedent pour (*) 


(*) Toutes les restrictions que nous faisons ici, comme le lecteur s'en convain- 
cra sans peine, ne sont pas necessaires; elles sont faites pour faciliter le raison- 
nement dans une th^orie dont nous ne voulons exposer que les parties les plus 
essentielles. 

Ainsi la fonction /(a?), d^finie dans Paire ((C^, C,)), dans le n° 53, ne satisfe- 
rait aux conditions impos6es que si Pon substituait aux cercles Cq, des cercles 
respectivement conceutriques, mais de rayons moindres. 

Ajoutons encore qu’en parlant de courbes qui servent de contour ou de lignes 
d’int^gration, nous supposerons toujours que Pon a affaire k des lignes form^es 
d’un nombre fini d’arcs de courbes simples, comme des portions de droites, d’arcs 
d.e cercles, etc., ou, plus generalement, d’arcs de courbes analytigues, e’est-^-dire 
telles, que les coordonn^es rectangulaires d’un de leurs points puissent s’expri- 
mer par des series entidres, k coefficients reels, par rapport un parametre 
r^el t, lequel ne doit varier que dans les limites oij ces series sont absolument 
convergentes. 
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proiiver que, au point les deux series 9^^ {x — x^)^ {x-— x^) 

avaient meme valeur, ainsi que toutes leiirs derivees, subsiste evi- 
demment; en allant de cercle en cercle, on voit que les deux 
fonctions f{x)^ sont represent^es, dans chaque cerclcj par 
la meme serie enti^re. On voit aussi d’ailleurs que ces deux fonc- 
tions doivent coincider sur le contour de (A). 

En particulier, si — <^) 6St la serie endure en ^ — a qui 
repr^sente la function f{x) dans le cercle de rayon ret de centre 
Fegalite 

/(a?) 


devra subsister pour tons les points x qui sont a la fois situes a 
Finterieur du cercle de convergence de la serie et a Finterieur de 
(A). Si Fon considere un cercle de centre a et situe tout enlier a 
Finterieur de (A), Fapplication evidemment legitime dela formule 
de Cauchy 


/(a;)= 4- r 

IllZ J Z X 


oil Fintdgrale est effectuee le long de la circonference dece cercle, 
dans le sens direct, montre que Fon a, pour tons les points x 
interieurs a ce cercle, 


/w=/4i 


Le second membre n’est autre chose que la s6rie {x — a) et Fon 
voit que le rayon du cercle de convergence de cette serie est au 
moins ^gal a la plus courte distance du point a au contour de 
(A) ( ^). Le rayon du cercle de convergence est meme necessaire- 
ment iin peu plus grand, en raison de Fhypoth^se qui a ete faite 
sur la faQon dont la function /(^) se comporte sur le contour 
de (A). 

Si maintenant on part d’un point b interieur a la fois a (A) et 
ail cercle de convergence de la serie — ^)j ^t que Fon forme (*) 


(*) Cette derniere conclusion pourrait se d^duire, en ne faisant intervenir que 
des propositions appartenant k la theorie m^me des series, du th^or^me enonc^ 
dans la note du n° 55. 
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- a) {X- a) 


<S%{b-a) 


{x — a)2-l- . . . , 


on aura 


^b{os — h) =/(^) 


pour tons les points x situ^s a la fois dans (A) 6t a 1 inteneur du 
cercle de convergence de la s^rie — 6), en sorte dans 

(A), la continuation de la fonction — a), effectnee comme 

il a ^te explique dans les n"" 52 et 53, sera toiijonrs fournie park 
fonction f[oc), 

Supposons enfin que Faire (A) soil lirnit^e par un contour 
simple. Alors, si Ton part du point a int^rieur a (A) pour aboulir, 
en suivant une courbe dont tons les points appartiennent a ( A)^ 
a un pointer appartenant aassi a A, I’integrale 



sera, comme il resulte du theoreme fondamental de Cauchy sur les 
integrales prises entre des limites imaginaires, independanle dela 
courbe (y); elle definira done une fonction F(^), univoque dans 
Taire (A) et Ton salt, par la theoriede Cauchy, que cette fonction 
est holomorphe dans (A). 

On arriverait assez facilementa la notion de cette fonction F(.r) 
en continuant dans I’aire (A) la serie — cl) entiere en [x — a) 

qui a pour d^rivee, dans le cercle de centre a et de rayon la 
serie — ci) et cela en suivant un precede qui sera explique 

tout au long au n^ 64; nous laisserons ce soin au lecteur. 


57. Considdrons maintenant deux portions du plan (A), (B) 
llmitees chacune par un contour simple et deux fonclions /(^), 
cp(^) holomorphes chacune dans Faire correspondante et sur 
son contour, au sens qui a et^ fix^ dans le dernier numero. 

Supposons que les deux aires (A), (B) empietent Fune sur 
Fautre et qu’en un point a int^rieur a la fois a (A) et a (B), les 
deux fonctions / (^), cp {x) soient ^gales ainsi que toutes leurs deri- 
vees correspondantes. Alors il est clair, par le numero pr^c^dent, 
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que les deux fonctions ne cesseront pas de comcider, ainsi que 
toutes leurs derivees dans toute la region (C) commune ala fois a 
(A) et a (B), et dont les difFerents points peuvent ^tre relies a a 
par xme lign'e brisee dont tons les points appartiennent ala fois a 

(A) et a (B), 

Supposons d’abord que les deux aires (A) et (B) n’aient pas 
d’aiitres points communs que ceux qui appartiennent a la region 

(C) ainsi definie : on pourra effacer la partie du contour de (A) 
qui est dans (B), celle du contour de (B) qui est dans (A) et dans 
Taire 

((A, B)), 

dont les points appartiennent soit a (A) soit a (B), on aura defini 
line fonction holomorpbe F(^), egale a f(^x)^ko{x) ouauxdeux 
fonctions f{x) et suivant que le point x est dans (A), dans 

(B) , ou a la fois dans (A) et dans (B). 

Mais, si les deux aires (A) et (B) ontune autre region commune 

(D) telle que Ton ne putypenetrer en partant deaet en restanta 
la fois dans les aires (A) et (B), rien, dans ce qui precMc; n’auto- 
rise a dire que, dans cette region (D), les deux fonctions /(^), 
cp(^) coincident., 11 pourra, suivant les circonstances, en 6tre ou 
n’en ilre pas ainsi, et il faudra se garder, dans ce dernier cas, 
d’effacer les portions du contour de (A) ou de (B) qui limitent la 
region (D). On voit, sans que nous insistions davantage, comment 
s’introduit de cette faQon, la notion de coupw'e^ que nous suppo- 
sons d’ailleurs familiere au lecteur. 


S8. Donnons un exemple des methodes et propositions qui pre- 
cedent. Partons de la serie 


®(^) = 


12 3 


dans laquelle le cercle de convergence C a 6videmment Tunite pour 
rayon. En un point x int^rieur a ce cercle, on a pour les derivees 


successives 


r{x) =- 




( [ H- )2 ^ 




1 . 2 ... (n — \) 
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et par suite, Xi etant im point interieiir a C, 


C}](x)= ^(cci) 


X — iTi 
I -f- X\ 


1 {x — 

2 (H-rri)2 




I {x — Xif 

3 {i^x{f 


On Yoit d’ailleiirs qiie la s^rie 



eiitiere en x — est convergente tant que I’on a 

\ X — Xi\<\l-^Xi\, 

c’est-a-dire tant que le pointiest sitiiea I’interieur du cercle Ci, 
decrit du point X{ comme centre et passant par le point — i. 
Ainsi le cercle de convergence de la seine 

«<-•>*« (ttI;') 

est generalement exterieur en parti e au cercle C, etPon a ainsi im 
premier moyen de continuer la function ^(x) en dehors du cercle 
C, moyen dont on pourra d’ailleurs poursuivre plus loin I’applica- 
tion. 

D’autre part, si x^ est un point quelconque exterieur ou inte- 
rieur au cercle C, mais dont toutefois I’affixe n’estpas reelle nega- 
tive et plus petite que — i (ou = — i), la serie 

^ /x — x'\ __ X — x' I (x — x')^ I (x — x'y 

\ 1 -h x' ) 1 -h x' 2 ( 1 -+- x'y 3 (i-i- x')^ 

entiere en x — x^^ est convergente tant que x verifie la condi- 
tion 

\x--x'\<\i-^x'l 

c’est-a-dire tant que x est situ^ a Finterieur du cercle G decrit de 
x^ comme centre et passant par le point — i; et comme la derivee 

par rapport k x de ^ egale a 

I I _ 1 

X — x’ i-\~ x' x’ 


I -hx' 
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les fonctions 

ont en x toutes leurs derivees egales; on en conclut que, en d^si- 
gnant par a une valeiir de x v^rifiant a la fois les conditions 

|a|<i, \ a — x' \ <\i-h x' \, 

les deux fonctions 

coincident ainsi que leurs derivees au point a. Elies coincident, par 
consequent, dans toute la region commane a deux cercles respec- 
tivement concentriqnes aux deux cercles G et G' et de rayons iin 
peu moindres; par suite enfin, enun point quelconque de la region 
commane aux deux cercles C, G^, laquelle contient le point a. Si 
Ton efface les portions des deux circonf^rences C, O dont chacune 
est interieure au cercle dont elle ne fait pas partie, on a defini 
dans I’aire 

((G, C')) 

une fonction unique f{x) holoinorphe dans ceite aire mais non 
siir le contour. 

Si I’on avait pris comme point x^ an point d’affixe reelle nega- 
tive et plus petite que — i, il n’existerait pas de point a; c’est 
pourquoi nous avons exclu ces valeurs de 

Si Ton considere maintenant un autre point x’' tel que la circon- 
ference G^^ decrite du point x^^ comme centre et passant par le 
point — i n’ait aucun point commun autre que ce dernier point 
avec la region [G, G^], commune aux deux cercles G, G^, et, si 
I’on d^signe par b un point interieur a la fois aux deux cercles G, 
on voit que les deux aires limitees par des contours simples, (J^ 
et ((G, G')), auront en g^n^ral deux parties communes : Tune 
contient le point b; les points de Tautre ne peuvent ^tre relics 
au point b sans franchir le contour de I’une ou de Fautre des 
deux aires. Dans la premiere, les fonctions /(^) et 
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coincident*, rien n’autorise a dire qu’elles coincident dans la se- 
conde, et, en effet, elles n’j coincident pas. Nous le savons, 
d’ailleiirs, par les propri^t^s bien connues de la fonction non uni- 
voque log(i et nous ne nous arreterons pas a montrer com- 

ment le procede precedent pourrait perniettre de le reconnaitre 
directement. 


S9. II nous rcste encore, pour terminer ce sujet, a expliquer ce 
qu’il faiit entendre par continuer le long dhine courbe une fonc- 
tion definie par une serie — .To), enti^re en 

Supposons que les points Xi^ . . Xn soient les centres res- 
pectifs des cercles Cq, C^, C,, formant une chaine (n° 52), 

c’est-a-dire tels que chacun de ces cercles contienne le centre du 
cercle suivant; supposons, en outi-e, que les series 


soient respectivement convergentes dans ces cercles, et que cha- 
cune ait etd deduite de la pr^cedente par continuation^ de sorte 
que I’on a, par exemple, 

— CCi) = (Sq(Xq — CCi ) —(X — Xi) H-.., 


r , 2 . . . 


(x — 


Enfin, supposons les points Xq, Xt, . . x^ situes sur un arc de 
courbe (S), commen^ant au point Xqj finissant au point Xn et sa- 
tisfaisant aux conditions suivantes : 

A chaque valeur de Fare compt^ a partir de x^^ correspond 
un point unique de la courbe. En se deplagant sur la courbe de 
fagon que Fare s grandisse d’une maniere continue, on rencontre 
successivement, etdans Fordre indiqu^, les points -^ 2 ? 
en d^crivant successivement les arcs x^x^^ Xn^\Xnt 

respectivement contenus a Fint^rieur des cercles Co, C^, 

Gn-i- S’il arrive que deux de ces arcs se croisent, on regardera 
comme essentiellement distincts le point du premier et le point 
du second arc qui coincident; ces deux points se distingueront 
par la valeur de Fare qui n’est pas la m^me pour Fun et pour 
Fautre. Convenons encore, si ^ est un point quelconque de la 
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courbe (S) correspondant a la valeur d de Pare et si (y) est im 
cercle decrit du point ^ comme centre, d’appeler arc de la courbe 
interieur au cercle (y) la portion de cette courbe que Ton decrit 
en faisant croitre ou decroitre s a partir de o', jusqu’a ce qu’on 
rencontre la circonference du cercle (y); s’il y a d’autres points 
de la courbe interieurs au cercle (y), on n’en tiendra pas compte. 

Ceci pose, nous definirons sans ambiguite, pour tout point 
de la courbe (S) correspondant a un arc s donne, nne fonction/’(^), 
par cette condition que, si le point w appartient a Tarc^/^/^i, la 
valeur de/(:r) soit egale a cede de — Xi). 

La fonction f(x) jouit de la propriete suivante : Si Ton consi- 
dere un quelconque ^ des points de (S) correspondant a la va- 
leur d de Parc 5, il existera un cercle (y) de centre de rayon p 
ind^pendant de o', et une serie — 1) entiere en x — telle 
que Ton alt 

^(^ — 0 =/(^) 

pour tons les points de Parc dela courbe (S) interieur au cercle (y). 
II suffira, en effet, de prendre pour p un nombre inferieur a cha- 
enn des nombres S 2 , . . ou 0 / d^signe la plus courte 

distance d’un point de Parc XiXi^i a la circonference du cercle C/, 
et, en supposant que ^ appai'lienne a ce dernier arc, de prendre 
pour la s^rie — ?) la serie qui se d^duit de ^i{x — ^/), en 
substituant x — 5 + 1 — xik x — xi^ et en ordonnant suivant les 
puissances de ^ 

Toute fonction /(^) jouissant de la propriete prec^dente est 
entierement d^termin^e d^s qu’on se donne la courbe (S) et le 
premier element 9^{^x — ^ 0 )? ou, ce qui revient au meme, les va- 
lours des deriv^es successives de la fonction f{^x) au point x^. On 
s’en convaincra sans peine par un raisonnement employe deja 
plusieurs fois, en s’avangant successivement sur la courbe (S) a 
partir du point ot en formant une chaine de petits cercles de 
rayons ^gaux k p dont les centres soient sur (S), et se succ^dent 
dans un ordre tel qu’on les rencontre successivement en marchant 
sur la courbe dans le sens des arcs croissants a partir du point Xq. 

On voit, d’apres cela, que si, pour continuer la fonction 
— ^ 0 ) jusqu’au point Xn^ on avait pris sur la courbe (S) une 
autre suite de points x\^ x^^ . . ., x'^j Xn. correspondant d des 
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valeurs toujoiirs croissantes de Fare de mani^re a obtenir; 
tonjours par le meme procedc; une suite de series entities en 
X — x\^ X — x — Xp, etenfm x—Xn^ 

— a?o), Pi(5? — ^i), ^ p{^ ^'p)-i ^Ti)) 

la derniere serie ne peut qu’^tre identique a la sdrie — ^n)j 
trouvee au mojen de la premiere suite de points. On a ainsi une 
idee tres nette de ce qu’est la continuation d’une fonction, donnee 
par Lin premier element quand on suit une courbe 

determinee, en supposant que cette continuation puisse se faire. 

On concoit d’ailleurs que, en suivant deux chemins differents 
pour aller du point au point Xn^ on parvienne en ce point avec 
deux series differentes, entieres en x — Xa-i quoiqu’on soit parti 
du meme element ^q{x — ^'o)* 

Si la courbe (S) fait partie d’une aire (A) dans laquelle on ait 
defini (n°S6) une function f{x) bolomorphe dans (A) et sur le con- 
tour, et si Ton part de I’^lement ^q{x — a:?o)j qai coincide au 
point ^0 et aux environs avec f{x), il est clair que la fonction 
que I’on definira ainsi le long de la courbe (S) coincidera toujours 
avec f{x)^ et, dans ce cas, si I’on aboutit au m^me point Xn en 
suivant deux cliemins differents, appartenant tons les deux entie- 
rement a I’aire (A), on arrivera en Xn avec la meme serie 


60. Reportons-nous maintenant au commencement du n° 56, 
oil, en partant d’nn element ®o(^ — ^o)? nous avons cherche a 
continuer la fonction que definit cet element dans le cercle de 
convergence. 

II peut se faire qu’on parvienne, par une serie de continuations 
successives, a d^finir dans tout le plan, sauf certains points, cer- 
taines lignes, certaines regions, une fonction univoque et regu- 
liere partout, sauf pour les points, lignes et regions exclues. 
Quant aux lignes de discontinuite, elles peuvent 6tre de diverses 
natures : les unes ne pouvant ^tre traversees en aucune faQon, 
comme dans I’exemple de la note du n° 51 , tandis que les 
autres, qui s^parent deux regions dans lesqu elles la fonction est 
d^finie, pourraient ^tre traversees sans obstacle par une ligne 
suivant laquelle on pourrait continuer la fonction par le proc^de 
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da numero precedent, en partant d’un element relatif a un point 
de la premiere region, mais avec cette circonstance, qiie les series 
qiie Ton trouverait ainsi, apres avoir traverse la ligne de discon ti- 
nnitd, ne coincideraient plus avec les series qui definissent la 
fonction dans la deuxi^me region. 


Nous ferons encore la remarque suivante : Soit $ une serie 
entiere en convergente tant que Ton a 


I ^ I > A, 


ou A est un nombre positif. Designons par X la region exte- 
rieure au cercle de rayon A decrit du point 0 comme centre. On 


observera d’abord que la serie ® 


definit une fonction de la 


variable ^ holomorphe dans toute aire limitee qui fait partie de X> 
sans en atteindre la limite : cela r^sulte, si Ton veut, du thdo- 
reme du n° 49 snr la composition des series. Imaginons mainte- 
nant que, en partant par exemple d'un element de fonction 
— ^ 0 ) appliquant le procede de continuation, on par- 
vienne k une serie pour laquelle oCa appartienne a X 

et telle que, pour tons les points du cercle de convergence de 
cette serie situes dans X, on ait 


fa(a:-a7a) = ; 


il est clair qu’on pourra alors appliquer la proposition du n'^ 87 
et que, si I’on continue I’el^ment — ^a) on restant dans Jb, 
par exemple au moyen d’une chaine de cercles tous situes dans X, 
on trouvera toiijours des series — x^) pour lesquelles on 

aura 


dans la region ou les deux membres ont un sens, et Ton pourra 


regarder F^l^ment lui-meme comme fournissant la conti- 


nuation de la fonction, dont la partie que i’on considere est dite 
alors reguli^re au point 00 . 

M. Weierstrass entend par fonction analytique I’ensemble de 
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toutes les series telles qiie 

qiie ron peut dMuire par continuation, soit d’une fagon, soil 
d’une autre, d’lm dement Nous avons deja fait ob- 

server, et nous le repetons ici, que, dans cette expression /o/ic- 
lion analytique, le mot fonction n’a nullement le sens que nous 
avons donne a ce mot dans ce Livre, et qui indique seulement une 
correspondance entre deux variables telle que Tune des variables, 
la variable independante, etant donnee, I’autre variable, la fonc- 
tion, soit donnee. C’est ce dernier sens que nous conserverons 
toutes les fois que I’dpithete ahaljtique ne sera pas accolee au 
mot fonction. 

11 rdulte bien nettement de ce qui precede que Fensemble des 
series, qui constitue une fonction analytique, est ddtermind quand 
on se donne une de ces series; en d’autres termes, une fonction 
analytique est ddermin^e par Tun de ses dements. Comme on 
peut continuer une fonction en revenant sur ses pas et passant de 
Xn ^ ^ 0 ? au lieu de passer de Xq a Xn^ on voit bien que la fonc- 
tion analytique est determlnee par un quelconqiie de ses de- 
ments. 


V. — Application aux equations differentielles lineaires. 

61. Le precede de continuation d’une fonction donnee par un 
element e’est-a-dire, au fond, par la suite des coeffi- 

cients d’une serie entiere en x — n’est guere applicable dlrec- 
tement pour reconnaitre les propri^tds de la fonction qu on en- 
gendre ainsi, en raison de la complication dvidente des calculs 
quand on passe d’une serie a une autre, et Timportance de ce pro- 
c6d6 est surtout th^orique. II sert, par exemple, de base pour da- 
blir I’existence de fonctions definies par des equations differen- 
tielles. 

Nous n’avons nullement I’intention d’ exposer la thdorie de ces 
fonctions. Nous nous bornerons, pour donner un exemple, a con- 
sid^rer les Equations different! elles lineaires et a etablir le th^o- 
r^me fondamental relatif a Texislence des solutions de ces 6qua- 
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lions (^), theoreme qui nous sera utile plus tard : nous nous con- 
tenterons, d’ailleurs, uniquement pour ^viter quelques longueurs 
d’ecriture, d’examiner le cas d’une equation differentielle du se- 
cond ordre. Les raisonnements qui suivent s’etendent, sans diffi- 
culte aucime, aux Equations d’ordre sup^rieur. 

Soil done 

line equation differentielle lindaire homogene du second ordre. 
Sapposons que p soient des fonctions de x developpables en 
series entieres en x — Xq absolument convergentes pour toutes 
les valeurs de x qui satisfont a la condition 


Nous allons montrer que, en ddsignant par z^o deux nombres 
arbitraires, il existe une serie de la forme 


Wo-H wi(^ — ^o) “t” 

dans laquelle les coefficients z/o, z^3, . . . sont parfaitement deter- 
mines, convergente pour toutes les xaleurs de x qui satisfont a 
la condition precedente (sauf, peut-etre, celles pour lesquelles 
regalite a lieu), et qui, pour toutes ces valeurs, verifie identique- 
ment Fequation differentielle. 

On voit d’abord, en faisant le changement de variable 

qui change I’equation proposee en une autre de m^me forme, que 
Fon peut se borner a examiner le cas ou Fon a 

iro==o, R = i. 

Soient done, dans cette hypothese, 

P ~ P^ -h jE? I a? -h -f- . . . , 

q = ^0 ^ -H ^2 ; 


(q La th^orie des Equations diflf^rentielles lindaires, au point de vue des va- 
riables imaginaires, est due k M. Fuebs, qui Ta d6velopp6e dans une sdrie de 
Memoires dont le premier se trouve dans le tome 66 du Journal de Crelle. 
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les series a termes positifs 

p = I />o I H- [ />! I + * . • I 1 

Q = I ^o| 1 ^i| + •• • + 1 ' 

etant convergentes. 

Cherchons a satisfaire identiquement a I’equation diff^rentielle 
par line serie de la forme 

y = -h , 

zzoj Uk elant des nombres donnes. En prenant les derivees pre- 
miere et seconde, puis snbstituant dans Tequation differentielle et 
ecrivant qii’elle est identiquement verifiee, il vient 

I . 2 = O, 

2.3 U% -+- 2 (i?l ■+■ ^o) 4- Wo = n, 



( 7 ^ — i)nw/i-t- (n — i)/?oWrt_i 4- [(/i “ 2)/>i4- (7o] W/i -2 

H- [(/l — 3) -1- ] W/i _3 4-. . . -h 4- ^ /Z— 3 ] Wj -T- ^/z -2 Wo = 0 , 



Ces equations, ou Ton doit regarder Wo? Ui comme des clonnees, 
determinent successivement et sans ambiguity les coefficients Wg, 
773 , . . . , W/?, . . et si la serie 

2Zo4- UiX-h U-2X^-h. . . 

ainsi formee est convergente, il est clair qii’elle verifiera I’equa- 
tion differentielle. Nous aliens montrer qu’elle est absolument 
convergente pour I’ensemble des valeurs de x qui satisfont a la 
condition 

Soient, en effet, A et B des nombres positifs siiperieurs ou ^gaux 
respectivement a P et a Q, et, par consequent a [ g,i\ 
tOLites les valeurs de /z, soient, en outre, Vq et Ci deux nombres 
positifs 6 gaux ou superieurs a | zzqI et 1 |. Considerons les Equa- 
tions 

1 . 2 P 2 = Api4- Bpo, 

2 . 3 (^3 = 2 A 4~ ( -^ 4- B ) Pj 4~ B f^O: 
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{n —l)nVfi=^{n — l)kVn-i-\-[{7l'— 2 )A H- B] Vn-V: 
H- [(z^- — 3)A-4-B] P;^_3-i-...-i-(A-{-B)t^i“f- Bpq, 


il est clair que, si Ton determine les quantiles Po, ^ 3 , . . . , P/z, , . . 
par ces formules, tons les nombres ainsi trouves seront positifs et 
que I’on aura 

P/z ^ 1 Un I ; 

or I’equation qui determine Vn pent s’dcrire 

( 71 — l) nVfi ~ A [(72 — i) ^n~\ H“ (72 — 2 ) Prt— 2 -H . . . -h Pj ] 

-+- B [ P /^— 2 -4- P/z — 3 H- Po ] 5 

en retranchant, membre a membre, de cette equation celle qii’on 
en deduit en changeant n en — i, il vient 

(72— l)72P/i= (/2 — i)[AH- 72 — 2 ] -H B P/j_2 ; 

ainsi, il suffit de snpposer A > 2 , pour que Vn soit superieur a 
P/z-i, quel que soit /?-, suppose toutefois plus grand que un. On a 
d’ailleurs 

P/Z — 1 77 B p/z — 2 . 

P/i ~~ A -+- 72 — 2 (72 — l) ( A H“ 72 — 2 ) P/i ^ 

le rapport etant inferieur a un, on voit que, lorsque n aug- 

mente indefiniment, le premier membre a pour limite Funite; par 
suite, si est un nombre positif plus petit que un, la serie 

Pq "4“ Pi 37^*4- . . . H- V -I- . . . 

est convergente; la serie 


Uq-t-’ ll\X -f- . . .H- UjiX^ * . . 

est done absolument convergente si la valeur absolue de x est 
moindre que un. Le theoreme est demontrd. 


62. La valeur de Un tir^e des equations (I) est evidemment de 
la forme 


Ufi — oAs/i 22o "4” 22i j 


ou Xn sont des fonctions des coefficients /Pq? Pi? • 
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Si I’on suppose = 0 , z/o == i , Un se reduit a Xnl de 

uieme il se reduit a si Uo = o, Ui = i ; il resulte par consequent 
du theoreme precedent que les series 

(^) = I . . 

all) (x) = CC-+- , .-f- . . 

sent convergentes pour les valeurs de x qiii verifienL la condition 

et la forme g^n^'ale des solutions de F^quation differenlielle, qui 
peuvent ^tre repr^sent^es par line serie entiere en sera 

f(x) = uq -+- Ui aP.)(ir), 

oil Uo^ U\ sont des constantes arbitraires egales aux valeurs pour 
.r = 0 de /(^) et de sa derivee. 

Le fait que les coefficients de la s^rie f{^x) sont determines 
qiiand on se donne les deux premiers, n’est que la traduction de 
cette proposition evidente a pi'iori: si une function est assiijettie 
a verifier I’^quatioa differenlielle 

$^7 = 0, 

les valeurs de ses d^rivees seconde, troisieme, . . . en im point 
sont d^termin^es quand on se donne les valeurs en ce point de 
cette fonction et de sa derivee premiere; cela resulte pour la dt§“ 
rivee seconde de Tequation 

y-f-/?yH- qy-o 

elle-meme, pour la derivee troisieme de celle qu’on en deduirait 
en la differentiant, etc. 

63. Supposons que les coefficients q de I’equalion difleren- 
tielle soient des polynomes entiers en x ou des fonctions trans- 
cendantes enti^res. Il existera nne fonction satisfaisant a P^qua- 
tion differenlielle Hn^aire, prenant ainsi que sa d6riv^e an point 
x = X(^ des valeurs arbitraires d^veloppable en une se« 

rie entiere en x — ^o? convergente dans un cercle de rajon arbi- 
traire, c’est-a-dire dans tout le plan. La solution g^nerale de li- 
quation differenlielle sera une fonction transcendante entiere. 
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64 . Supposons que p q soient des fractions rationnelles 
o (x) 4 ^(^) 

cp (^), ^(.3?), 0(^) ^tant des polynomes enliers n’ayant pas de 
facteur commun. Soient a^, ao, ..., cf,p les racines distinctes de 
r^quation 

6 (a?; = o; 

soit enfin Xq un point du plan distinct des points a^, ao, . . . , a^. 
Si R designe iin nombre positif moindre que tons les nombres 

aib 1^0— agl, \Xfi--^p\, 

les fonctions p q poarronl etre d^velopp^es en series entieres 
en X — ^0? absolument convergentes pour les valeurs de x qui 
verifient la condition 

ix — Xol^R] 

il existera done une fonction 9?o {x — Xo) v^rifiant Tdquation 
difif^rentielle, prenant pour x = Xq^ ainsi que sa d^rivee, des 
valeurs arbitrairement choisies Xq, [Aq, et convergente pour les va- 
leurs de X qui satisfont a la condition 

I ^ — ^ 0 1 < R- 

Geci pose, imaginons une courbe (S) partant du point Xq, ne 
passant par aucun des points ao, a^, ..., a^. II est ais^ de voir 
qu’on pourra continuer la fonction — ^o) tout le long de 

cette courbe. Soit, en effet, S un nombre plus petit que les plus 
courtes distances des points a^ , a2 , ..., a la courbe (S); 

considerons une chaine de cercles Co, Ch, Cn ayant respecti- 

vement leurs centres aux points Xq, Xi^ • de la courbe (S), 

et rencontres successivement par un mobile qui partirait du point 
Xq et decrirait la courbe dans le sens des arcs croissants (n® S 9 ). 
Dans le cercle Co la serie ^J?o — Xq) v^rifie Pequation differen- 
tielle; cette fonction prend, avec sa deriv^e, au point int^rieur 
a Co, les valeurs Xh , 5 soit (x — x^) la s6rie enti^re en ^ — Xi 

qui v^rifie Pequation differentielle et dont les deux premiers 
coefficients sont X^ et ; au point les series ®o(^“-^o) 

T. et M, ~ I. 


7 
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{x — x^) coincident ainsi que toutes leurs derivees; {x — x^) 

ne differe done pas de la serie obtenue en remplagant, dans 
— Xq), X Xo par 


Xi — Xq-\- X — Xi 


et developpant suivant les puissances enti^res de x — X{- On 
continuera ainsi de proche en proebe, et Ton arrivera en Xf 2 avec 
une serie determin^e qi^i pent etre regardee comme 

deduite de ^So — Xo) par le precede de continuation, en che- 
minant le long de la coiirbe (S) (n® 59). Cette serie, qui verifie 
Tequation differentielle, depend uniquement des nombres Xq, p-o 
et dll chemin (S) parcoiirii pour arriver au point X/i. 

Si Ton considere une aire (A), limitee par un contour simple, 
ne contenant ni a son interieur ni siir sa circonf^rence aucun des 
points ai, a^, il exislera une function f{x) holomorphe 
dans toiite cette aire, verifiant I’^quation differentielle et entiere- 
ment determinee si I’on se donne sa valeur et celle de sa d^rivee 
en un point Xo de (A). 

Supposons, en effet, pour simplifier, que le contour qui limite 
I’aire consideree ne soit rencontre qu’en deux points par loute 
droite parallele k une direction convenable, et soit S un nombre 
moindre que la plus courte des plus courtes distances des points 
ao, a^, ccp au contour de (A). On pourra decomposer (A) en 
bandes par des paralleles equidistantes, la distance de deux paral- 

leles etant on pourra decomposer ces bandes en carr^s, dont les 

extremes pourront ^tre incomplets. L’un de ces carr^s contiendra 
le point Xq^ pour lequel la fonction et sa d^rivee doivent 6tre 
egales respectivement aX^, po; on formerala solution correspon- 
dante {x — Xo)^ qui conviendra ^videmment dans tout le carre ; 
/(^) sera d^finie dans tout le carre comme devant ^tre 4gale a 
^0 (x — Xq). Dans un des carr^s contigus appartenant a la meme 
bande, se trouve un point situe aussi dans le cercle de conver- 
gence de la serie 5*0 {x — Xq), dont le rayon est sup^rieur k S; 
soientX 4 et p.^ les valeurs de ^^(x — Xq) et de sa d^riv^e, pour 
x^x^] on formera la solution correspondante (x — ^^) et Ton 
adoptera, pour valeurs de f{x) dans le second carr^, celles de 

(x — Ces valeurs continueront celles qui ont et6 definies 
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dans le premier carre. On passera ensuite au carre suivant de la 
meme bande, etc.; on parviendra ainsi a definir la fonction dans 
Loute la bande. 

On la deflnira de meme dans la bande contigue en partant d’un 
point situe dans le cercle de convergence d’une des series pre- 
cedentes; tons ces cercles, en effet, empietent evideinment sur la 
seconde bande, Les valenrs de la fonction dans la seconde bande 
continuent celles qui ont et^ d^finies dans la premiere bande, 
puisque, au points', la fonction d^finie dans la premiere bande 
et celle d^finie dans la seconde bande sont egales, ainsi que toutes 
leurs derivees. On peut done elfacer la ligne qui separe les deux 
bandes, puis continuer ainsi de bande en bande d’un cote et de 
Tautre, jusqa’a remplir Paire (A) tout entiere. 

Si Ton a maintenant une autre aire (B) de m^me nature que (A), 
ayant un point ^ commun avec (A) et n’empietant sur (A) qu’en 
des points qif on peutrelier a sans sortir ni de (A) ni de (B),'On 
pourra de la ni^mefaQon, en partant dece point, remplir Paire (B) 
tout entiere, puis effacer la ligne de separation entre (A) et(B), et 
ainsi de suite. On voit de cette fa^on qu’on pourra definir, sans 
ambiguite, une fonction satisfaisant a Pequation difierentielle, 
holomorphe dans toute aire limit^e par un contour simple ne con- 
tenant aucun des points critiques a|, a^, pourvu qu’on 

se donne en un point Xq de cette aire la valeur de la fonction et 
de sa deriv^e. Si Xq^ x,i sont deux points de cette aire, si on les 
relie par une courbe dont tous les points appartiennent a Paire 
considert^e, et que Pon continue la solution {x — Xq) relative au 
point Xq le long de cette courbe, comine il a ^t^ expliqu^ pr^cd- 
demment, la solution ^,2 — Xn)j avec laquelle on parviendra 

ainsi au point Xn^ sera evidemment ind^pendante du chemin par- 
couru (n° S9). 

Mais il en serait aulrement si les deux chemins partant de x^ et 
aboutissant en Xa contenaient dans Paire plane qu’ils limitent un 
des points critiques a^, a^, a^. Si Pon relie tous ces points 

par une ligne bris^e, dont tous ces points seraient les sommets, 
s’^tendant ensuite indefiniment a partir du dernier point et telle 
que chacun de ses ^l^ments ne soit traverse par aucuu autre, 
puis, que Pon pratique une coupure dans le plan le long de cette 
ligne, on voit, par ce qui pr^cMe, qu’il existera une fonction /(^) 
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holomorphe dans tout le plan coupe, satisfaisant a I’^quation dif- 
ferentielle, et entierement determinee quand on se donne sa valeui' 
et celle de sa deriv^e pour un point du plan coiip^. 

Ces considerations s’etendent sans peine a des equations difFe- 
rendelles lineaires plus generales que celle que nous venons de 
considerer, et Ton trouve ainsi, sans rencontrer de difficiilte nou- 
velle, que, si les coefficients q sont holomorphes dans une 
aire (A) limitee par un contour simple, il existera encore dans 
cette aire une fonction holomoi'plie, verifiant I’equation differen- 
tielle, entierement determinee par sa valeur en un point de Taire 
et celle de sa derivee. 
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CHAPITRE III. 

FONGTIONS TRANSCENDANTES ENTIERES. 


I. — Fonctions exponentielles et circulaires. 

65. Abandonnant maintenant ces considerations generales, 
nous aliens etablir quelques resultats fondamentaiix dus pour une 
bonne partie a Euler et relatifs aux fonctions exponentielles et 
circulaires (^). 

On sait que la s^rie 

1 •+*... H -t- . . . 

est absolument convergente dans tout le plan : elle definit une 
fanction transcendante enti^re. Nous allons montrer que sa somme 
est la limite vers laquelle tend 

(-S)” 


quand m augmente indefiniment par des valeurs emigres et po- 
sitives. 

Supposons d’abord o? rdel el positif. La relation 



(‘) Les n®* 65, 67, 68 ont 6te r^dig^s d'apr^s des Lemons fajies A PEcole Nor- 
mafe par M. DarboUx vers i88o. 
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dans le second membre de laquelle les coefficients de ^ 

x^, , . x^ sont tons positifs, montre qiie, lorsque m aiigmente, 

I I augmente, puisqu’il en est ainsi de chaque terme dii 

second membre et que d’ailleurs le nombre de ces termes aug- 
mente. D’ailleurs ces termes sont toiijours infdrienrs aux termes 

( ^ \ /« 

i-h — ) reste ton jours 


inferieur a la somme de cette serie; a done ime limite 

quand m augmente indefiniment, et cette limite est au plus egale 
a la somme de la serie D’un autre cote, cette limite est an 

moins egale ala limite de la somme des p -l~ i premiers termes dn 

I ~ j j c est-a-dire a 


X XP 

J __ _j„ ^ ^ 

I 1.2 1,0. ... p 

T • / X 

et cela quel que soit p. On voit done que la limite de li-h — ) 
est egale a f{x), 

Supposons maintenant x imaginaire. Si Ton ordonne, suivant 
les puissances de la difference 


^(x)~ 



fji 


on obtiendra une serie dont tous les coefficients sont r^els et po- 
sitifs et dont la somme ne peut done qu’augmenter quand on rem- 
place X par \ x\. On a ainsi 





mais le second membre de cette inegalite tend vers zero quand /;? 
augmente indefiniment. II en est done de meme du premier. 

On reprdsente la fonction <f(x) definie pour toutes les valeurs 
de X par le symbole e^; ou e n’est d’apres cela autre chose que 
la somme de Ja sdrie 



L’application du theor^me de la multiplication des series montre 
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metrie (formule d’addition, periodicite, etc.) s’^tendent facilement 
aux fonctions sina:, cosx, ainsi defmies; nous ne nous y arr^- 
terons pas. 

Nous emploierons encore les notations 

I . . — e-^ 

sha? ~ -r sm icc — ? 

i 2 

. e^-h e-^ 

cha? ~ cos IX = 

2 

Toutes ces fonctions admettent des derivees dont la formation est 
bien connue et se deduit d’ailleurs de la consideration des series 
pr^c^dentes. 

Enfin, si Ton pose 

eJ=: a? 


et si Ton pratique, dans le plan des une coupure allant du 
point o k I’infini en suivant I’axe des quantites negatives, il existe 
une infinite de fonctions dc holomorphes dans le plan coup^, 
qui v^rifient Tequation pr^c^dente quand on les met a la place 
de y. Pour Tune d’elles, la valeur absolue de la partie imaginaire 
reste, quel que soit a?, inf^rieure a n; c’estla determination priA’^ 
cipale de logzz:. Toutes les autres solutions de Tequation prec^- 
dente s’obtiennent en ajoutant a celle-la un multiple entier de 2 Tti] 
I’une quelconque d’entre elles verifie T^quation differenlielle 

fr _ I , 

dx X 

Ces resultats, que Ton obtient d’ailleurs sans aucune difficult^, 
sont trop conn us pour que nous nous arr^tions a les d^velopper 
a nouveau. 

67. Si Ton pose 

771 etant un entier positif que, pour la commodite de ce qui va 
suivre, nous supposerons toujours impair, on a, par Tune des ddfi-' 
nitions pr^cedenles, 

sh(a?) = lim.‘6(/n). 
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Les racines de Tequation en x 

0(7n) = o 

sont donn^es par la formule 


io5 


m 

== e , 


X 

m 


k etant un entier quelconque. On tire de la 


kizi tcTZi 

X e ^ — e 
m 


/fTCz 


. . /CTC 

m 


k%i ry,' 


m 


On aura toutes les valeurs de x en donnant a k les valeurs 


■I, 


m — [ 


k etant suppose egal a Tun de ces nombres, nous ferons 


kiz 

Xk= — i 


d’ou Ton voit, puisque — est compris entre — \ 

valeur absolue du nombre r^el Xk est sup^rieure a celle de k%. 

Les racines dupolynome 9(7^) n’etant autresqiie les nombres ixk 
et le coefficient de x^ dans ce polynome d6veloppe, etant 6gal a un, 
on a 


/ ir2\ 

( a;»\ 




Soil p un entier positif fixe et posons 


I 4- 


14 - 




on aura 


e(/7i; = 0i(7n) 92(;n); 


nous allons chercher ce que deviennent les deuxfacteurs du second 
membre quand m augmente indefiniment. 
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k etant fixe et m aiigmentant indefiniment, Xk= tg ^ tend 
evidemment vers /f-rr; on a done 

et il est clair que ^2(^) = ^ ^(m ) aussi nne limite, pour 771 

infini, puisque 9 (m) et 6^(7?^) en admettent une. II est aise de 
trouver un nombre superieur a la valeur absolue de cette limite : 
si Ton ordonne suivant les puissances de x le polynome 

e2(7?i)— I, 

les coefficients de ces puissances sont reels et positifs; la valeur 
absolue de ce polynome est done au plus egale an nombre positif 
que I’on obtient en y remplagant x par \x\] en d’autres termeSj 
on a 




la derniere inegalite resultant de ce que \ xk\ est plus grand que 
Mais en raison de la convergence du produit infini 


nmeo 



n = l 


qui resulte elle-meme de la convergence de la sdrie 

I 37 |2 __ I a? |2 ^ I 
71 = 1 n=l 

il est clair que, si Ton se donne un nombre positif e arbitrairement 
petit, on pent lui faire correspondre un entier positif r tel que, 
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SOUS la condition p ^ r, le dernier membre des in^galites prece- 
dentes soit moindre que 8. On a done, sous cette condition, 


et, par suite, aussi 


I 62 (m) — 1 1 < £ 

I lim.62(/72) — 1| 

j /»=<» 1 


On pent done ecrire, en designant par une quantity imaginaire 
dont la valeur absolue est au plus egale a s, 


sha? = lim.0(7?i) = lim.0i(7n) Iim.02(/n) 

m = 8o m — ta m=iKi 


= a? 1-+- 


On en conclut que sb^ est 4gal au prodait infini convergent 



eu d’autres termes, on a 


ch^r pourrait s’obtenir par une analyse semblable; mais il est plus 
simple de se servir de la formule 


chx = 


sh^cc ^ 


le numerateur et le d^nominateur peuvent etre mis sons forme 
de produits infinis et, en supprimant les facteurs communs, on 
trouve 


ch.r = jjr. 
. 2=1 



Ces formules, quand on y remplace x par ix, deviennent 


sinrr = cc 


« 00 

n(- 


\ 

Tz^ ) 
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Ces Lelies formules, dues a Euler, mettent en evidence les va- 
leurs de x pour lesquelles sin^ et cos^ s’annulent. 

M. Hermite a fait observer (^) que, si Pon y regarde les seconds 
membres comme definissant des fonctions dont on ignorerait les 
proprietes, elles permettraienL de mettre en evidence, de la facon 
la plus simple, la periodicite de ces fonctions, et il a profite de 
cette remarque pour en deduire un moyen de coustruire a priori 
des fonctions doubJement periodiques. 

Observons encore que, en raison de la convergence des series 


n=.oa n=^co 



les produits iofinis qui figurent dans les seconds membres de nos 
formules satisfont aux conditions imposees dans le n'^ 41 ; on en 
conclut la possibility de dyvelopper ces produits infinis en series 
entieres en x, convergentes dans tout le plan. En identifiant ces 

series avec celles qui donnent on parvient a une suite 

d’identitys que nous nous contenterons de signaler ; nous retrou- 
verons plus tard, sous une forme plus simple, des identites ^qiii- 
valentes. 

En prenant les dyrivees logarithmiques (n°48) de ces produits 
infinis, on obtient les developpements en series 

n — co 


COtiP = h > — r 

nz=.\ 

/2 = 00 



Ces formules, obtenues aussi par Euler, pr^tent k des observa^ 
tions analogues k celles dont les produits infinis viennent d’etre 
I’objet. 

Elles sont d’ailleurs contenues dans des formules plus generales 
dues a Cauchy et qui peuvent s’^tablir par une analyse yl^men- 


(‘) Coups d' Analyse de VJ^cole Polytechnique, p. [\2, 
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laire, analogue a celle qui nous a conduits aux expressions de sinx 
ou de coscc^ et que nous allons r^sunier tres rapidement. 

68. Soit \ im nombre reel positif, au plus egal a un, I’ex- 
pression 

cos lx 


smx 


oil X est un nombre quelconque, est la limite, pour m infinij do 
I’expression 


o{ 7 n) = i 


lxiY‘ 

m J 


ixiy^ 

m J 


XI \ 

m J 


mi 


on nous supposerons encore que m doit croitre par valeurs en- 
tieres, positives, impaires. 

En decomposant en fractions simples, on trouve 

/ N I , V 

0(771) = ^ y ,' — 

‘ ^ ^ X M X • 


(A-) 




en posanl 


Xj^ = 771 Lg - 


/CTT 




V m J \ m J 




, m — I m — I 

k = ; — — HI, 


Comine B„a- — on pent ecrire 


k=i- 


-~I, I, 


m — I 
2 


A = i ^ 


Si Ton fait 


tga^= Atg — , 


on pent suppose!' positif et moindre que ^7 etl’on trouve 




/ cos — \ 

I m I Q,osmcLk 


cos a*/ 

m 



1 10 


mTR01)UGT10i>% 


puisj k ^tant suppose fixe, 


lini. Byt “ (— i)^cosA/'7t. 

7/2 Z= 03 


Ceci pose, en designant par p un entier fixe, soieni 


cpi(m) = 


X 


n-p 

/-=- I 


X^ — ^ 


^2(^0 


k— 

V , 

2^ x^ — xl ' 

k=zp^l 


on aura 


o(m) = Oi(m) -t~ <p2(^^)' 


Pour m infini, o^(m) ont des limites, on en conclut 

cju’il en est de meme de cpo(m), et Ton reconnait aisement que 
Ton peut supposer p assez grand pour qu’on puisse dcrire I’ine- 
galite . 

p— ^ 

k=:p+i 

p. dtant un nombre fixe plus petil que i ; il resulte de la que, en 
d^signant par s' un nombre imaginaire qui tend vers zdro quand p 
augmente indefiniment, on peut ecrire 


iini. 02 (m) = s', 


d’ou Ton conclut 


cosX^ / V T (— rFcosA Attt , 

= o{m) = - -h > ^ :r — ? — x -h s 

sina? m-o: ^ X x-—k'^iz^ 


k=p 


(~ r)'^cosX ^71 


A- = l 




“^2 


( — X/: 7 r 


X x^ — k^Tc'^ 

k = l 


k—in 


= V (=ii> 

Jimi X 


(-— 1 )^ cosX^t: 


k--n 


On peut obtenir 


sinX^ 

sin 37 


par une analyse 


semblable ou le deduire 
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de la relation 


sin 

siniP Sin 


I 

inXic 1 ^ 


. cosXa? cosX(^ -f- tt) 

cos ATZ : 1 ^ 

sina? sin(a? -+-'jr) 


d’ou 


sinXi 


= 2 

A-=l 


a/TTC sinX^TT 
^2 ^ 27^2 


k=-i-n 


^ , w sinX/m 

=:t. 


De m^tne 


et 


cosX^ (2 A:-i)xco.s(2X:-i)^ 




k = l 


A-=:+/Z 


= lim. V (_ 1 )*- 

n=oo 


k=z-n 


xi- 

4 

cos (2 A- — i) ~ 
a;_(2A-— l)^ 


sin X57 


= ^ sin(2/c — i) 


A-=:i 


Xti 

2 


/::=:-hn 


= lira- y (- 1)*- 

n =00 


( 2 /c l)2 — 

4 

sin (2 A" — i) — 


X — (2/c — i) - 


Le changement de x en ix fournira des expressions analogues 
pour les fonctions 


Si Ton remplace, dans les fornaules pr^cedentes, \ par — X, 
ces formules subsistent ; on pent done les consid^rer comme eta- 
blies pour tout nombre reel A compris entre — i et + i. 

En ajoutant a la s6rie qui repr^sente le produit de i par 

la serie qui represente on a la relation 

^ ^ sinx 


» — = hm. >,(— i)^ 7 — 

sm^r n=zoo ^ ^ — kiz 


k=^n 
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I’on peut ecrire, en posaot cc = 'kz et X-f-i — 


k:n-k-n 


7=iL".Zr-r-i; 


k=~'n 


cette relation est etablie pour tout nombre reel positif 6 plus petit 
que et pour tout nombre non entier js. 

cos X 37 

69. Si, dans I’expression qu’on vient d’obtenir pour on 

fait = I , on reti'ouve la formule 


k — po 

COt37-— 

^=1 


qui donne lieu aux observations suivantes : 

Supposons, en designant par a un nombre positif plus petit 
que TT, que I’cn ait 


la quantile 


237 


372 — Tc2 


237 


kiz f 


est alors developpable en une sfe’e convergente entiei'e en 
savoir 


n~oo 

2 [- 

/2=:0 




Cette s^rie reste convergente quand on y remplace to us les 
coefficients par leurs valeurs absolues et x par a] sa somme est 
alors egale a 

2a 

Xr^Tc^— a2 


D’ailleurs, la s^rie a termes positifs 


k — ao 


2 


2a 
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est coHYergente. La serie 


k=ta 


2 

A' = l 


•IX 


se trouve done dans le cas du n® 38, et il en resnlte que la quan- 
tile cot^ — - peut etre d^veloppee en une s^rie entiere en 
comme il suit. 

Posons, en general, r ^tant un entier plus grand que un, 


S. 



on aura, sous la condition 


Posons aussi 


il viendra 


I 

cotx 

X 







/i = 0 


B 


n 


1 .2.3. . .2n c; 


-1/1 

4x \x 


— cota?^ = ^ 


1.2.3. . .2/^ -h 2 


Les nombres positifs sont ce que Ton appelle les nombres de 
Bernoulli. Il est Lien retnarquable queces nombres, qui jouissent 
d’ailleurs de propri^t^s arithm^tiques tr^s interessantes, soient 
tousrationnels : ce fait r^sulte de Fegalit^ meme quiprdc^de, en j 

rempla^ant cot^ multipliant par 4 ^^sin 5 :, substituant 

a cos/r et sin^ leurs ddveloppements en series, elFectuant dans le 
second membre les multiplications de series et ^galant les coef- 
ficients d’une meme puissance de on trouve ainsi 

p (2n-l-2)(27l-Hl) Brt , 

n/i+i 5 — h, . . 

1.2.3 4 

-^/_TND(^^'^2)(2n-f-l)...(2n--2/>-h- 3) , 

^ ^ 1.2.3.. .(2j(?-hl) 4^ 

+ §1 ( + a I. _ 

^ \ 1.2. . .(271 -HI) 4'*' ^ ^ 2714-3 4^+1 ' 


T. etM. — I. 
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d'ou successivement 


INTRODi’GTION. 



II 


B4 = 

5 

66’ 

R - ^9* 

B,= Z, 

— 

L’emploi des formules 




l^x = cota? — cot 2 r, 

— i— = cot- — cota* 
sin a? 2 


permet de trouver des developpements analogues pour Ig^ 

et -A- • 
sina? 


II. - Theories de M. Weierstrass et de M. Mittag-Leffler. 

70. Les expressions si remarquables qui donnent sin. 2 ;, cosx, 
sous forme de produits infinis, cot^, Igx, forme dc 

series dont les termes sont des fractions rationnelles, peuvent 
^tre rattachees k des types tr^s gdndraux, ddcouverts par M. Weier- 
strass et par M. Mittag-Leffler, et qui conviennent Tun auxfonc- 
tions transcendantes entieres comme sin.r, I’autre aux fonctions 
nnivoques dans tout le plan comme tga?, 

L’objet du theoreme de M. W^eierstrass est de trouver 1 ex- 
pression la plus generale d’une fonction transcendante endure 
dont on donne les zdros (*). 

Nous dtablirons d’abord le lemme suivant : 

Soit n un entier positif; Texpression 
(i — 2 ^ 
peut etre mise sous la forme d’une s^rie 


(*) C’est-^-dire les valeurs de la variable qui annulent la fonction. Gomparez 
44 - 
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convergente quel que soil x et dans laquelle tous les coefficients 
a, a^, ao, . . . 5 sont reels et plus petits que i en valeur 

absolue. 

Que I’expression puisse etre developpee en une s 6 rie 

entiere en Xj toujours convergente, cela r^sulte immediatement 
du n° 49. On a d’ailleurs, en supposant | ^ | < i, 

log— i- JT” 

(p(i!?) = (l — x)e ^1— « + l 
= ^ n+T ~ /z-f-2 : 

en remplagant, dans le developpement 


r par 


I 1 .2 


n 


n-\-x 


Tl-h 2 


on voit de suite que le developpement de cp(;r) a la forme indiquee 
plus haut. II reste a prouver que Ton a 


|an|<i. 

Or, si Ton fait 

X x^ 1 


on pourra obtenir les coefficients p en remplagant, dans le ddve- 
loppement de ey, y par 


X 

- H 

l 2 


xn-X 

? 

n — I 


et I’on voit deja ainsi qu’ils sont positifs. II est clair aussi que si 
Ton remplacey par la serie indefinie 


X 

1 



xn-X 



on obtiendra un developpement analogue, mais avec des coeffi- 
cients plus grands ; or ce developpement ne sera autre chose que 
celui de 

I 

Q \-X^ — I ^ ^ _• 

\-^x . ’ 



J J0 intkoduction. 

on a done 

= (^ = h *••)• 

D’ailleurs 

^ — l)^-f-( p2— Pj)572-4-* . .+ (p7l— • * 5 

d’ovi Ton conclut que les coefficients des diverses puissances de x 
sonl au plus 4gaux a Tunit^, en valeur absolue. Ce que nous vou- 
lions etablir. 

11 resulte de la <jue si, dans la serie 

on remplace x par nn nombre positif i plus petit que i, el les 
c oefficients a, a,, . . . , a*, . . . par leurs valeurs absolues, la somme 
de la s^rie ainsi obtenue sera moindre que 

J!_ 

i-r 


71. Voici maintenant le th^or^me qui est notre objet princi- 
pal (<). 

Soit 

^1: ^2j • * * ) 

une suite de nombres assujettis a cette condition que | augmente 
ind^finiment avec n, et donl en outre aucun ne soit nul. On pent 
construire une fonction transcendante entieve de x qui s annule 
pour les valeurs de la suite prdeddente et seulement pour ces va- 
leurs. En outre, si, dans la suite, il y a jo nombres dgaux a a„, et 
pas davantage, an sera un zdro d’ordre p de cette fonction. 

On pent, en effet, faire correspondre a chaque indice v un entier 
positif OTv tel que la serie & termes positifs 



nti 

X 


X 

X 1 

•4“ 

a% 

4-. 

Qf\) 


soit convergente , quel que soit u;. II suffira,par exemple, de prendre 
mv = v: la racine v'^“® du v‘^”® terme de la sdrie prdeddente aura 


(*) Weierstrass, Abhandlungen aus der Functionenlehrej p. i6. 
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alors manifestement zero pourlimite qixand v augmentera indefini- 
ment. 

Cette correspondance elablie, soil 



m^,~ 


et consid^rons le produit infini 




ou les accolades indiqiient que la qiiantite qu’elles comprennent 
est iin /ac^^i^rdu produit infini. Nous allons montrer que ce pro- 
duit infini est absolumenl convergent dans tout le plan et qu’il 
definit ime fonction transcendante entiere de x. 

Soil A un nombre positif quelconque et considerons les valeurs 
de X pour lesquelles on a 

1 a? 1 £ A. 

Les nombres | an | augmentant ind^finiment avec /i, on pent faire 
correspondre au nombre A un entier r tel que I’on ait 

|«vl > A, 

sous la condition 

V = 

Soit maintenant 

/ _ je Wv(a7); 


nous allons d’abord montrer que le produit infini 


V = oo 

^r^(ir) = JJjn-MvW! 

V = r 


satisfait, pour toutes les valeurs de x qui verifient I’in^alit^ 

A, 

aux conditions impos6es dans le n® 41, ou plutdt que la s6rie 

V = oo 



IMROBUCTION. 


Il8 

satisfait aux conditions i° et 2 ° dii n° 38. En efFet, on a vu que la 
serie formee par les fonctions quand on y remplace les 

coefficients des puissances de ^ par leurs valeurs absolues et 
par A, a une somme moindre que 

A I ^v[ . 

Cl^ I Cly I A 

or la serie a lermes positifs 



k'v[ 

|£?v| — A 


est convergente, puisque, par hypothese, 
a termes positifs 

V= 00 



v = r 


il en est ainsi de la serie 


et que le rapport de deux termes correspondants dans les deux 
series a pour limite Tunit^ quand v augmente indefmiment. 

La nature du produit infini Wr(^) est ainsi bien mise en 
evidence; il pent etre remplace par une s6rie enti^re en .ir, conver- 
gente pourvu que Ton ait 

I ^ I = A. 

Pour ces memes valeurs, on peut prendre la deriv^e logarith- 
miqiie (n° 48); cette derivee sera, en indiquant les d^riv^es ordi- 
naires par des accents. 


^r(^) 


2 ”^ I 

1 1 H- Wv ( ^ ) ) -ii* I \ ^ 

v=r v=r 

I CO CC^ 2 T 

Is ; ^ <v-i ~ ov- 


v = r 
v=«> 




— 00) 


les accolades indiquant toujours que la quantile qu’elles en- 
ferment constitue un terme unique de la s^rie ou elle figure. 



FONCTIONS TRANSCENDANTES ENTlilRES. 


^19 


L’a’vant-derniere forme trouvee 


pour 


— rentre dans une 


forme tr^s generale signalee par M. Mittag-Leffler et que nous de- 
velopperons bientot (n° 7S). 

La derniere forme met en Evidence la convergence absolue, 
prevue par la theorie generale, de la serie qui represente la d^rivee 
logarithmique de : on voit m^me qne cette s^rie, pour les 

valeurs de x telles que Ton ait 




satisfait aux conditions ( 1 °) et ( 2 °) du n® 38; en effet, 1’ expres- 
sion 

— X) 


est, pour ces valeurs de developpable en une serie entiere en x 
qui, lorsqu’on y remplace les coefficients par leurs valeurs abso- 
lues et X par A, a pour somme 


I 

A 


A I ay\ 

av I 1 1 — A ’ 


et la serie a termes positifs 



A [ ay I 
ay ! <^v I — A 


est convergente. Par consequent, la serie qui represente 

pent etre mise, pour toutes les valeurs de x considerees, sous 
forme d’une serie entiere en x absolument convergente. On peut 
prendre la derivee de cette serie, terme par terme : on formera 
ainsi successivement des series absolument convergentes, pourvu 
que I X I soit inferieure a A, 

Rappelons enfin que, pour ces memes valeurs de les regies de 
derivation, soit pour le produit infini, soit pour la derivee loga- 
rithmique, s’appliqueraient aussi bien aux produits infinis deduils 

de ou aux series deduites de celle qui represente 

par le groupement des facteurs ou des termes (n*^® 38 et 41). 
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Ces conclusions s’appliquenl au produit 


G(x) 


n!(-s) 



qui ne dififere de Wr{a;) que par I’adjonction d’un nombre fini de 
facteurs dont nous repr^senterons le produit par 


4>,.(a?)= JJ 

V = 1 

en sorle que Ton a 






G(^) = 4>r(ir)¥,(^), 


eta la deriyee logarithmique de G(^), savoir : 

G-(^) _ 

G(^) 

On voit d’abord que le produit infini G(^) sera uniformement 
et absolument convergent pour toutes les valeurs de x qui satisfont 
a la condition 

Puisque ^r(^) ^st une fonction transcendante entiere de x,G{x) 
sera ddveloppable en une s^rie entiere en x^ pour toutes les 
valeurs de x qui verifient la condition pr^cedente, c’est-a-dire 
pour toutes les valeurs possibles de x^ puisque A est arbitraire. 

On aura aussi 

G'(x) ___ ^r(^) _ 'V 

“ 2d a"W(a? — av) 


pour toutes les valeurs de x qui satisfont a Tindgalit^j et, par suite 
encore pour toutes les valeurs de x^ sauf les valeurs 


j • • • ? • • • . 

La s^rie qui figure dans le dernier membre de I’egalit^ pr^ce- 
dente est absolument convergente pour toutes les valeurs de x 
autres que celles que Ton vient d’exclure. La fonction qu’elle re- 
pr^sente admet des ddriv^es de tons les ordres que Ton obtient en 
prenant les d^rivees, tefme par lerme, de la s^rie. Tottes les s6- 
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ries que Ton obtient ainsi sont absolument convergentes pour les 
valeurs de x non exclues. 

Relativement a i’uniformit6 de la convergence de la s^rie 
qui represente ^ observons que la s^rie qui repr^sente 

est uniforme tnent convergente dans le cercle de rayon A 

decrjt du point o comme centre. En plagant au commencement 
de cette s^rie les termes qui representent 

la seule chose qui puisse troubler I’uniformit^ de la convei*gence 
consiste en ce que, dans cette region, certains des termes ajoutes 
deviennent discontinus aux points Si done on en- 

toure ces points de cercles d\m rayon fixe, arbitrairement petit S, 
si Ton supprime du plan les parties int^rieures a ces cercles et si 
Ton d^crit du point o comme centre, avec un rayon A, un cercle, 
la s^rie qui represente 

G(^) 

sera u'niform^ment convergente dans la portion du plan perfore 
int^rieure a ce cercle. II en serait de meme des series qui represen- 
tent les d^riv^es successives de cette fonction. 

Les memes considerations montrent que toutes les fonctions re- 
presentees par ces diverses series peuventetre developpees en series 
entieres en x — ■ x^^ convergentes dans tout cercle de centre et 
auquel sont exterieurs les trous que Von a pratiques dans le plan 
des X autour des points 

(Zj , • 5 ^Vj .... 

Enfin, si Ton transforme le produit infini 
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en iin autre produit infini ou en une autre serie, en groupant en- 
semble les facteurs ou les termes, on pourra appliquer les memes 
regies de derivation au produit infini transforme ou a la serie 
transforraee. Quand on ne tient pas compte des r — i premiers 
lacteurs du produit on des r — i premiers termes de la s^rie, la 
chose ressort, comme nous Pavons fait observer plus haut, des 
38 et 41, lorsque x est interieur au cercle de rayon A. Mais la 
presence de ces r — i facteurs ou de ces /' — i termes, en nombre 
finij ne peut evidemment altdrer en rien les conclusions; et, 
comme A est arbitraire, ces conclusions s’etendent a lout le 
plan. 

Puisquele produit infini G(^) est absolument convergent pour 
toutes les valeurs de il ne peut s’annuler que si Pun des facteurs 
qui le composent est nul, c’est-a-dire si x est ^gal a Pun des 
nombres de la suite 

^ 2 } • • • > .... 

S’il y a, dans cette suite, p termes egaux a on voit que Pon 
peut faire sortir du produit infini p facteurs egaux a 



et que le produit infini restant ne s’annulera plus pour x = afi^ 
en sorte que la proposition ^nonc^e au d^but de ce numero est en- 
tierement demontr^e. 


72. II est aise maintenant d’obtenir [’expression gen^rale de 
toutes les fonctions transcendantes entieres qui satisfont aux con- 
ditions imposees dans P^nonce de cette proposition. 

Si est une telle fonction, la fonction/’(^) qui est ^gale a 


G^) 


pour toutes les valeurs de x differentes de < 22 , . . ., av, . . et 
qui, pour x = ^v, est egale a 


lim. 


G^’ 


€St r^guli^re (n°83) pour chaque valeur de x. 
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Gela resulte, si x n’est pas im des nombres de la regie pour 
la division de deux series (n° 50) ; et si x = cela resulte encore de 
la meme regie, en remarquant que Ton pent ecrire, lorsque est 
iin zdro d’ordre p (n° 44), 

— {x — ay)P^ (a? — av), 

G(ir) = (a? — ay)p^i{x — ay), 

en designant ici par ^[x — ay), {x — ay), des series entieres en 
X — ay, convergentes quel que soil x. 

Par hypoth^se la fonction f{x)^ reguliere quel que soil a?, est 
aussi differente de zero quel que soil a?; les fonctions 

X /(£) 

fi^y /(^)' 

oil f {x) designe la d^rivee de f{x)^ sont done 6galement, en 
vertu du meme th^oreme sur la division des series, regulieres quel 

que soil x. La fonction particulier est, d’apr^s le tlieo- 

reme de Cauchy sur le developpement en series des fonctions d'une 
variable imaginaire (^), developpable en une serie emigre en x, 
convergente quel que soit x, Designons cette serie par g^{x), en 
representant par g{x) une serie entiere en Xj convergente quel 
que soit x, dont la derivde soit {x)> L’dquation 

ou Ton regarde /(57) comme la fonction inconnue, est une equa- 
tion diffdrentielle lin^aire qui, d’apres sa forme meme (n^63), n’ad- 
met pas d’autres solutions que des fonctions iranscendantes 
entieres; I’une quelconque de ces solutions est enti^rement ddter- 
min^e quand on se donne la valeur de la fonction /(^) au point 
Or, comme, d’une part, la fonction 

ou c est une constante arbitraire, vdrifie cette equation, et que, 
d’autre part, on pent toujours determiner la constante de maniere 

(’) On pourrait d^duire le m6me rdsultat du thdoreme signal^ eii note au 
n° 55. 
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quCj en cette fonction prenne une valear arbitraire difFerente 
de zero, il est clair qu’elle est la solution g^nerale de Tequation 
differentielle lin^aire. Rien n’empeche d’ailleurs de faire rentrer c 
dans g{x)^ en sorte que toutes les fonctions cherchees sont neces- 
sairement de la forme 

R^ciproqiiement, line expression de cette forme, ou gijx) est une 
serie entiere en convergente quel que soil d’ailleurs arbitraire, 
satisfait evidemment aiix. conditions imposees dans T^nonce du 
theorkne. 

Si Ton voulait avoir Fexpression gendrale d’une fonction trans- 
cendante endure, admettant, outre les zeros de la suite 




la racine zero et cela m fois, il suffirait evidemment de multiplier 
Fexpression 


par 


Les facteurs 



ou les polynomes % sont choisis de fagon que la s^rie 



' ni^ 


soil convergente quel que soil x^ sont facteurs primaires de 

la fonction transcendante endure consid^ree. 

Il arrive, dans de nombreuses applications, que la convergence 
de la serie pr^c^dente a lieu en atlribuant a ttzo, . . ttzv, . • . 
la m^me valeur fixe. S’il en est ainsi, soil m le plus petit des nom- 
bfes entiers posidfs pour lesquels la s^rie 
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soit convergente ; la fonction 

V = 00 

JJ 

V = 1 



ou les nombres mv sont tons choisis dganx a m, est dite de genre 
m — I . Cette notion de genre est due a Laguerre. 


73. Nous nous Irouverons precisement dans ce cas si nous cher- 
chons a construire une fonction qui s’annule, une fois seulement, 
pour tons les nombres entiers positifs oun^gatifs. 

En excluant le nombre z6ro, nous pourrons prendre alors 

ai=:T, = — r, <23=2, <3^4= — 2, 

et, a cause de la convergence de la sdrie 



prendre pour facteurs primaires les quantites 



Le produit infini 



n 


ou n doit parcourir toiites les valeui'S enti^res, positives et nega- 
tives, a Pexclusion de la valeur z6ro (^), s’annulera toutes les fois 
que X est egal a un nombre entier non nul. Ce produit est abso- 
lument et uniformement convergent dans toute portion finie du 
plan des x. II reprfeente bien une fonction transcendante entiere, 
de genre un, r^pondant k la question. 

Comme ce produit infini est absolument convergent, on peut 
reunir ensemble les facteurs qui repondent a des valeurs de fi 


(•) Ce qui est indiqu^ par raccent dont est afifecte le signe H. 
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effales et de signes contraires; on obtient ainsi le produit infini 


n = 00 

n( 


^ 2 \ 

* rtV’ 


dont la valeiir est, comme nous I’avons vu au n° 67, egale a 


la formule 




exprime done la decomposition de sin-rr^ en ses facteurs pri- 


On aura de meme 


ou n prend toutes les xaleurs emigres, positives, nulles ou ne- 
gatives. 

De meme encore, la fonction transcendante entiere, de genre un^ 




X\ n 

iH — ] e I 


s’annule pour ^ = o et pour les valeurs negatives enti^res de cc. 

Cette fonction estli^e a la fonction Lien connue T (x) par la re- 
lation ( ^ ) 

en d^signant par C la constante d’Euler, e’est-a-dire la limite, 
pour n infini, de 

on le reconnait ais^ment en partant de la definition habituelle 


(’) Weierstrass, loc. ciUy p. i5 et 238. 
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de r(^), savoir 

r (a?) = lim. 

n — <x> 


1 . 2 . 3 > . . n . n^-'^ 
x{x -^i). . .(x n — I) 


La formiile que nous venons d’ecrire, et qui exprime done la de- 
composition de en ses facteurs primaires, est eminem- 

ment propre a etablir les proprietes elementaires soit de la fonc- 
tion cp qu’elle d^finit, soit de la fonclion T (x). 


74. Si Ton fait le quotient de deux fonctions entieres, trans- 
cendantes ou non, il est clair qu’on obtient une fonclion qui 
n’admet, a distance finie, d’autres singularites que des poles ; ces 
p6les sont les zeros de la fonclion que Ton fait figurer au denomi- 
nateur, en supposant que les deux fonctions n’aient pas de z4ros 
communs. 

Reciproquement, il importe de remarquer que toute function 
univoque qui n’admet pas d’autres singularites a distance finie que 
des p61es est le quotient de deux fonctions entieres, transcen- 
dantes ou non. 

D’abord ces p6les sont isoles les uns des autres; car si, dans 
un espace limite, il y en avail une infinite, il existerait dans cet 
espace un point limite, tel que, en decrivant autour de ce point 
un cercle de rayon arbitrairement petit, ce cercle contint tou- 
jours une infinite de p6les; ce point ne pourrait etre ni un point 
ordinaire, ni un p61e, ce serait un point singulier essentiel. 

Soient, des lors, 

les poles de la fonclion consideree, ranges de telle faQon que, s’ils 
sont en nombre infini, \ aa\ augmente indefiniment avec n] soit 
cLn le degre de multiplicite du pole an* On pent, par le precede 
de M. Weierstrass, construire une function entiere, qui admette 
pour zeros les points ( 2 ^, ^ 2 , . . . , . . ., avec les degres de mill- 

tiplicite ai, ao, ..., a; 2 , : si les poles etaient en nombre fini, 

cette fonclion se reduirait a un polynome; soit, dans tons les cas, 
cette fonclion, et soit /(^) la function proposee; il est 
clair que la function univoque 

f{x)y^{x) 
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est reguliere en tout point situe a distance finie; c’est done une 
fonction entiere, transcendante ou non; si on la designe par 


on aura 


/(^) 


❖ {x) 

W(Vy 


c’est ce qu’il fallait demontrer. 


7S. Le theoreme de M. Mittag-Leffler (^) fournit Texpression 
d’line fonction univoque dans lout le plan et presentant aux points 

• * * j • • • 

des discontinuites polaires ou essentielles prescrites a I’avance. 

Avant d’en donner Tenoned, nous ferons les remarques sui- 
vantes : 

1 ° Soil 

= AjiT “H . . -f* . . 

une s^rie convergente quel que soil ^r, et dans laquelle le terme 
constant est nul, et soil a un nombre positif plus petit que la va- 
leur absolue d’un nombre donn^ a reel ou imaginaire. La fonc^ 
tion 



est alors developpable en une serie entiere en absolument con- 
vergente tant que Ton a 

I I ^ a. 

En efifet, le terme 

{x — aY 

est developpable en une s^rie entiere en x^ et, si I’on remplace, 
dans cette s^rie, les coefficients par leurs valeurs absoJues et x 
par a, on obtiendra une serie convergente dont la somme est 

|A.| . 

( 1«1 


(') Sur la representation analytique des fonctions mono genes uniformes 
d'une variable independante {Acta mathematicaj t. IV, p. i). 
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enfin la serie 

n = ao 

Y l^«l 

^ ( 1 «| — a)« 

72 = 1 

cst convergente. 

2^ Si, maintenant, on consldere ie reste de la serie entiere qui 
repr^sente g ^ bornee au terme en et si Ton remplace 

dans ce reste, qui est lui-meme une s^rie entiere en x, tons les 
coefficients par leurs valeurs absolues et x par a, on obtiendra un 
nombre positif dont la valear depend de et, en choisissant con- 
venablement /i, on poiirra manifestement faire que ce nombre 
soil inf^rieur a tel nombre positif e que Ton voudra, fixe a Ta- 
vance. A fortiori, le m^me reste, quand on y remplace les coeffi- 
cients par leurs valeurs absolues et x par un nombre moindre 
que a sera-t-il moindre que s. 

76 . Voici maintenant le th^oreme de M. Mittag-Leffler : 

Soient 

^ 1 J ^ 2 j • • • 1 j • • * 

une suite indefinie de nombres, tous differents, et tels que \a,\ 
grandisse indefiniment avec v. 

Soient 

line suite de fonctions entieres (transcendantes enti^res 011 poly- 
nomes) qui s’annulent toutes pour x = o. 

On pourra construire une fonction F(^), univoque dans lout le 
plan, reguliere aux efivirons de toute valeur de x qui n’appartient 
pas a la suite , ao, . . . , ay, - . . , et telle que la difference 

soil reguliere aux environs du point 

Supposons d’abord que soit different de zero et, par suite, 
qii’aucun des nombres a ne soit nul; faisons correspondre a ces 
nombres, d’une part, les nombres positifs 


£i, £2, £v, 
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assujetlis a cette seule condition que la serie 


soit convergente; de Tautrej les nombres aiissi positifs 


definis par Tegalite 


j ^2} . » . , • 1 

ay=-fi\ayl 


ou Ti est un nombre positif arbitraire, moindre que un. 

Ceci pos^5 ddveloppons { — - — ) s^rie entiere en x. 

* V X CCyj j 

convergente pour les valeurs de x (jiii v^rifient I’in^galite 

i^| = “v< |«v| ; 

faisons correspondre au nombre positif Sy un entier positif m-, 
tel que, si I’on considfire le reste de la s^rie arr^tee au terme 
en puis, que I’on remplace, dans ce reste, tous les coeffi- 

cients par leurs valeurs absolues et x par ay, le nombre positif 
ainsi obtenu soit au plus dgal a Sy. D^signons, d’ailleurs, par fflv(ic) 
la somme des premiers termes de la serie entiere en x qui re- 

pr^sente 


sera une fonction ddfinie pour toutes les valeurs de x autres 
que et qui, pour les valeurs de x satisfaisant a I’indgalite pre- 
cedente, sera ddveloppable en une serie entiere en laquelle ne 
sera autre chose que le reste ant^rieurement defini. 

Nous allons maintenant montrer que la somme de la s^rie 

/l(^) 4-/2(^) '+■’ • + * • * , 

dont on ^tablira la convergence pour toutes les valeurs de x au- 
tres que <^2, . • . , satisfait a toutes les conditions im- 

posees, dans Fdnonc^, a la fonction F (x). 

Soit, en effet, A un nombre positif fixe quelconque. Commeles 
nombres positifs a^, as, — , av, . . . vont en grandissant indtfmi- 
ment, on pent faire correspondre au nombre A un entier r tel 
que, sous la condition 
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av> A. 


i3i 


Des lors, pour les valeurs de x qui verifient Tinegalit^ 


la serie 


1^1 = A, 


//•(^) -r-. . . 


verifie les conditions (i) et ( 2 ) du n® 38 : chacun de ses termes est 
d^veloppable en une s6rie entiere en x\ si, dans la sei'ie qui repre- 
sente fri^x')^ on remplace tous les coefficients par leurs valeurs ab- 
solues et x par A, on aura une somme moindre que £;• ; de meme 
pour {x)^ ; enfin la serie 


-H £;.+ l -f- £,.-1-2 

est convergente. 

La serie 

~ fr{^) {x) -4-/;.h. 2(^) -h. . . 

est done, pour toules les valeurs consider^es de x^ absolnment et 
Liniformement convergente. De m6me les series siiivantes, ou les 
accents indiquent des derivees, 

{x) =fr(x) (x) H-/;+2 (^) 4-. . . , 


sont absolument convergentes, si | estinferieure a A, etpeuvent 
alors ^tre remplacdes par des series entieres en x, 

En supposant que x ne soil aucun des points , ao, . . . , ar_i , 
d^signons par ^r{x) la somme 

^r(x) =fi{x)~hfi{x)~~,..^fr-iix). 

La serie 

F(^) =fi{x) -^Mx) H-. . . 4-/;.(a?) 4-. , . 

sera absolument convergente pour tous les points x non exclus 
qui verifient Tin^galite 

1^1= A, 

et I’on aura, pour ces points x^ 

F(a?) = -1- ^p{x). 

l^’ailleurs, la fonction ^r{x) est r^guli^re pour tous les points 
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non exclus qai se trouvent a rinlerieur du cercle de rajon A; il 
en est done de meme de la fonction F (^). 

Enfin, aux environs d’un point an de la suite , ^ 2 ? • • • ? ? 

k fonction 

est regiiliere, puisqu’il en est ainsi de la fonction 

done la fonction 

est aussi r^uliere aux environs de 

Pour tons les points intdrieurs au cercle de rayon A, la fonc- 
lion F(a;) satisfait done aux diverses conditions de I’enonce; elle 
y satisfait partout, puisque A est arbitraire. 

La s^rie qui repr^sente F(;r) est absolument convergente par- 

lout, sauf aux points singuliers «!, , flv) Elle est uni- 

form^ment convergente dans toute aire Hmitee par un contour 
simple el ne contenant aucun des points «<, « 2 , . . av, . • . ; on 
peut en prendre la d^riv^e terme par terme, etc. 

Nous avons supposd qu’aucun des points singuliers a^, , 

. . . n’^tait nul. Si, outre ces points, la fonction chercb^e de- 
vait admettre le point o comme point singulier (p61e on point sin- 
gulier essentiel) et Stre telle qu’elle devint reguli^re autour de ce 

point apr^s qu’on en a retranche la fonction g en designani 

toujours par g{x) une fonction entiere ( transcendante entiere on 
polynome) d’ailleurs arbitrairement donnee, il suffirait evidem- 
inent d’ajouter a la fonction F(.'r), construite comme nous I’avons 

expliqu^, la fonction g ■ 

Quand on a construit une fonction satisfaisant a loutes les con- 
ditions de l’6nonc^, on formera la fonction la plus gen^rale qui 
satisfasse k ces conditions en lui ajoutant une fonction entiere ar- 
bitraire. 
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CHAPITRE I. 

CONSIDERATIONS GENERATES SUR LES FONGTIONS 
PERIODIQUES. 


77. Designons par a une constante r^elle ou imaginaire; on difc 
que la fonction iinivoque /(w) est periodique et qii’elle admet la 
periode a si Ton a, quel qne soit 

fiu^a) =/(w); 

en changeant dans cette egalit^ u en u — a, on trouve 

en sorte que, si a est une periode, — a est aussi une periode; 
on^yoit aussi , en changeant u ^ u~a^ 

u ^ 2 a, . . . , que Ton doit avoir, quel que soit Tentier positif ou 
negatif 

f{u-^ma) =f(u), 

en sorte que, si a est une periode, 77ia est aussi une periode. 

Les dl^ments de TAnalyse fournissent des exemples de fonctions 
p^riodiques : sin w, admettent respectivement les p^riodes 2 t:, 
2 jTi:, la s^rie 

n “ilEil 



T. et M. - I. 
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supposee convergente, represente une fonction admettant la pe- 
riode a. 

78. Si line fonction univoque admet la periode et si 
elle s'annule pour il est clair qu’elle s’annulera pour 

uz=L u^-\- a \ inais il J a plus : si est un zero d’ordre n de la 
fonction /(?/), il en sera de nieme de z^oH-a.En effet, dire que Wo 
est un zero d’ordre n de la fonction /(w), c’est dire que, aux 
environs de cette fonction pent se mettre sous la forme 

Ih )" 0 ? {it — Uq), 

— Uq) etant une s^rie entiere en w — zzo, qui ne s’annule pas 
pour u ~ zZq, et cette egalite doit subsister pour toutes les valeurs 
de u qui saiisfont a une condition de la forme 

\u—Uq\<Z, 

ou t designe im nombre positif au plus egal au rayon de conver- 
gence de la serie $(z^ — Uq) \ or si, dans I’^galite prec^dente, on 
change u en u — il vient 

f{u-a) ^f(u) = [w — (zzo4-^)?"®[z^“-(Mo-+-a)], 

et F^galite des deux derniers membres devant avoir lieu pour 
toutes les valeurs de zz, qui satisfont a I’in^galite 

jzz — (zzo-!-or)]<£, 

obtenue en changeant aussi u ena — a dans la condition pr^c^- 
dente, la proposition est demon tr^e. 

Au reste, le meme mode de demonstration prouve que si la 
fonction p^riodique /(zz), aux environs du point Uq, pent etre 
mise sous une certaine forme analytique 

— Mo). 

dans laquelle u — Uq joue le r61e de variable, elle pourra, aux en- 
virons du point zZoH- <35, ^tre mise sous la forme 

— (Mo-h a)]. 

Ainsi, si la fonctiony^(zz) admet un p61e en d’ordre /z, et peut 
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se mettre aux environs de ce p61e, sous la forme 


OU A, A^7 A;2„^ 

entiere en 
pole d’ordre n et, 
sous la forme 


n ‘ 


{u — Ui 


— iii), 

U — Ui 


sont des constantes et ^ (u — Ui) ime serie 
cette fonction admettra le point + a pour 
aux environs de ce point, pourra se mettre 




A 

(w — III — ay^ 


Ai 


(u — Ui—a)^~^ 


U — Ui — CL 


+ 


®(w — — a), 


ies constantes A, A^, . . A„_i ayant les memes valeurs que pour 
le pole Ui . 

Puisque, si a est line p^riode, il en est de meme de ma^ en de- 
signant par in iin entier quelconque, il est clair que tons les nom- 
bres Uq -f- ma seront des zeros de m^me ordre ; de meme tons les 
nombres U{ + ma seront des p61es de meme ordre. C’est ainsi 
que les z^ros de sin^ sont tons simples et forment deux progres- 
sions arithmetiques dont la raison commune est 271 :, que les zeros 
et les poles de cot^ sont tons simples et forment des progressions 
arithmetiques dont la raison est tt. 


79. Au surplus, lors meme qu’on ne connaitrait pas les func- 
tions trigonometriques, la remarque si simple qui precede, rela- 
tive aux functions p.eriodiques en general, amenerait a les consi- 
derer par une voie tr^s naturelle. 

On est en effet amen^, par ce qui precede, ^ se poser le probleme 
suivant : Construire une fonction dont les z^ros forment une pro- 
gression arithmetique indefinie. Si Ton veut, par exemple, con- 
struire une fonction transcendante entl^re, admettant comme ze- 
ros simples les nombres 

o, ± 1 , ± 2 , 


et n’en admettant pas d’autres, le theor^me de M. Weierstrass 
(n^71) permettrad’enobtenirune infinite dont la plus simple sera 


(a) 
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ou le nombre n doit prendre toutes les valeurs entieres positives 
ou negatives, a Texclusion de la valeur zero. 

Nous rappelons les conventions suivantes qui seront constam- 
rnent adoptees dans la suite : le facteur primaire 



est mis entre accolades^ de maniere a indiquer que la quantity 
qu’enferment ces accolades constitue un facteur du produit in- 

fini, au sens du n°71; Paccent dont est affecte le signe n 

veut dire qu’on obtient les difierents facteurs du produit in- 
fini en donnant a n toutes les valeurs entieres positives ou nega- 
tives a V exclusion de la valeur zero : nous rappelons aussi, une 
fois pour toutes, les propositions suivantes, qui ont ete etablies 
dans le n° 71. 

Les produits infinis, form<5s en appliquant le theoreme de 
M. Weierstrass, sont absolument convergents; ils d(§finissent des 
fonctions (transcendantes) entieres; leurs facteurs peuvent 6tre 
group^s comme Pon veut, et les divers groupements conduisent 
toujours a des produits absolument convergents, de m^me va- 
leur; on peut en prendre la derivee logarithmique, comme s’il 
s’agissait de produits d’un nombre limits de facteurs, soit avant 
d’avoir groups les facteurs, soit apr^s; les series ainsi formees 
sont absolument convergentes, sauf pour les valeurs de la variable 
qui annulent les facteurs primaires du produit infini ; elles sont 
iiniform^ment convergentes dans toute region limit^e du plan qui 
ne contient aucun des points dont les affixes sont les valeurs 
qu’on vient de dire, et dont le contour est a distance finie de 
ces differents points; on peut en prendre les d^rivees terme par 
terme et Pon obtient ainsi toujours des s6ries absolument et uni- 
formement convergentes dans les memes conditions que la pre- 
miere. 

En parliculier, dans le cas qui nous occupe, on aura, en d^si- 
gnant par la derivee de ^ (^^), la relation 
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Si, maintenant, dansTexpression de 0(11)^ on change u en u -h ci^ 
a designant un nombre quelconque non entier, on trouve 




o{u a) = (u-i-a ) - 

n 

or, le facteiir primaire 


pent etre regards comme le prodxiit des trois qnantit^s 

/ u \ — / a\ ~ — >“”) 

( T \ pn — a (t p \ci—n n/ ‘ 


/ ll \ — - 

[ a\ 

a 

I 

( I ) 


V n — a 

V n 



done, en raison de la convergence naanifeste des trois produits in- 
finis dont on obtientles facteurs en remplagant, dans chacune de 
ces quantiles, n par tons les entiers positifs ou negatifs, al’exclu- 
sion de zero, on voit que le produitinfini 


a\ - 

I e 

n / 


pent s’obtenir en multipliant les valeurs des trois produits infinis 


i e nJ ^ ^ e n _ ^ . 


on aura done 


e" [S-y n''’ ! fr 

u-i-a a XX n—a 

n 

OU, en faisant rentrer sous le signe n le facteur 





CONSIDERATIONS GEnERALES SUR LES FONGTIONS PERIODIQUES. tSq 

qui n’est autre que le facteur general ecrit sous ce signe, et dans 
lequel on supposerait n = o, on trouve finalement 


( cV) 



a) 

cp(a) 


e ^ <pirt) ; 


dans le premier menibre, ii doit maintenant prendre toutes les 
valeurs entieres positiveSj nulles et negatives. 

En prenant les d^rivees logarithmiques des deux membres par 
rapport a Uj on obtient la relation 


(e) 


yj — ‘ 

( w -h a — 71 n — a 


p'(M-+-a) { cl ) 
cp( w a) 


que I’on deduit d’ailleurs directement de I’expression de^-|-^; 

les premiers membres des deux dernieres dgalites, regardes comme 
des fonctions de a, sont evidemment des fonctions periodiques, 
admettant le nombre i pour periode; en effet, le cbangement de a 
en a + I , dans ces premiers membres, revient au cbangement de n 
en /I — I qui ne fait que reculer d’un rang les facteurs on les termes 
du produit ou de la serie et n’altere pas la valeur de ce produit ou 
de cette s6rie; on a done 


cp' ( 77 -t- g -4- 0 9^(a-4- 1) _ cp' ( 77 g ) _ j { cl) 

cp(77H~a-hi) cp(73^-4- i) ~ cp (77 H- a) 

cp' ( 77 g -f- 1 ) __ cp' ( 77 -h g) __ y'(g -hi) ^ cp^(g) 
^(g-f-g-Hi) cp(g-f.gj^ o(g-f-i) 


^galite qui montre que le second membre estindependantde a\ on 
voit de suite que sa valeur estnulle en y supposant a = on 
a, en effet, par les remarques pr^cedentes, 



ainsi la fonction 
riode. 


cp(g) 


est pdriodique et admet Tunite pour p6- 
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On trouve de la meme facon, en remarquant encore qiie le pro- 
duit infini 



n 


consid^re 

riode. 


corame ime fonction de a, admet I’unite comme pe- 


cp( a -h i) 


e 9(^+1) ~ 


cp(^ H- g) 


— u 

e 


m 

?(«)? 


oil, en tenant compte de la periodicite de la fonction 


£00 

cp(g) 




cp(g-i- g -hi) __ o(g-4-i) 
o(u-ha) 9 (^) ^ 


egalile qui montre qiie le second membre est independant de a. 
En j supposant a = — on trouve que sa valeur est — i ; on en 

conclut sans peine qxie la fonction f(u) est p^riodique et admet 
le nombre deux comme periode. Les fonctions ['f (2^)]"? f(^^) 
mettraient I’unit^ comme periode. 

D’ailleurs, la fonction f(ii) n’admet pas d’autres periodes que 
le nombre deux et ses multiples entiers, et c’est ce qui resulte en- 
core de la remarque qui a conduit a la former. En effet, cp(ii) ne 
peut admettre comme p 6 riode un nombre impair 2/i-i-i j on a, 
en efiet, piiisque 2 et 2 n sont des periodes, 

cp(w-f- 271-1-1)= cp(g-M)=—cp(g); 

mais un nombre qui ne serait pas entier ne peut etre une periode : 
en effet, puisque la fonction f(u) s’annule pour u — o, elle doit 
s’annuler pour toute periode; or elle ne s’annule que pour des va- 
leurs entieres de u. 

On voit comment la forme consideree de la fonction «p(g) met 
en evidence les propri^t^s les plus importantes de cette fonction 
relatives a la periodicity. D’autres proprietys apparaissent moins 
facllement sur cette forme et se rattachent a d’autres formes ana- 
Ijtiques qu’elle peut revetir; mais nous ne voulons pas etudier da- 

vantage cette fonction, qui n’est autre chose que — (n° 73 ), 
et nous nous bornerons a recrire, avec les notations de la Trigo- 
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nometrie, les formules (a), (6), (c), (rf), {e). On obtient ainsi 


(II) 


sinTC w 

= r.ull 

n 


(10 


7 : COtTCW 

n 

{ic — n n] 

(10 


TC2 

sin^TTz^ 

=2(.-„ 

n 

y 

ft, \ 

IT 

\(i “ 

\ — ^ ) sinTtfwH-a) 

oTL — a \ — \ > j ^—u'KCOl'Ka. 


11 

n 

( \ n — a 

r )- 

simrzi ’ 

1 I. 1 ) 

21 

I 

■ 4 - 

u-h a — Ji 

* Uir 
n — a \ 

[cot~('w 4 - a) — coiT.a 


n 


80. Nous avons dit que, si une fonction f{u) admettait une pe- 
riode 6gale a a, tous les multiples entiers de a 4laient aussi des 
periodes de cette fonction; il n’y a pas lieu de regarder ces di- 
verses periodes comme veritablement distinctes. Si la fonction /(w) 
n’admet pas d’autres periodes que celles-la, elle est dite simple- 
ment p^riodique, et Ton dil que a en est la periode primitwe : 
ainsi 2 est une periode primitive de la fonction du numero 

pr^c4dent, 2 iz est une periode primitive de sini/. 

On pent se demander s’il peut exister des fonctions univo- 
qaes/((/) admettant deux periodes distinctes a et c’est-a-dire 
des fonctions telles que I’on ait, quel que soit 

f(u-ha)=/(u), /(w-+-Z>) 

el, par consequent aussi, quels que soient les nombres entiers /??, 
n, positifs, nuls ou negatifs, 

/{u -h 77ia -h nb) =f(u). 

En disant que les periodes a et b sont distinctes, nous entendons 
simplement ici qu’il n’existe pas un troisieme nombre a dont a 
et b soient des multiples entiers et qui soit lui-meme une periode 
de la fonction f{u). Si un tel nombre existait, on ne dirait rien 
de plus en disant que a, b sont des periodes, qu’en disant que a 
est une periode. On peut se demander aussi s’il peut exister des 
fonctions univoques admettant trois periodes distinctes 6, c, 
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c’est-a-dire des fonctions f{u) telles que Ton ait, quel que soit u 
et quels que soient les entiers /n, n, p, 

f{u -I- ma -i- nb -h pc) =f{u). 

En disant que les periodes a, 6, c sent distinctes, on entend 
qu’elles ne pen vent pas s’exprimer ton Les ti’ois en fonction 
lineaire a coefficients entiers de deux periodes de f{u), S’il en 
etait ainsij on n’aurait rien de plus que dans le cas des fonctions 
a deux periodes, etc. 

81. Avant d’essayer de repondre a ces questions, nous etabli- 
rons le lemme suivant : 

Si une fonction univoque/(r^) estreguliere enun point (n'^SS) 
et ne se reduit pas a une constante, il existe un nombre positif £ 
tel que la valeur absolue de toute p6riode de cette fonction soit 
certaineinent sup^rieure a £. 

En elFet, dire que la fonction f{u) est reguliere en c’est dire 
qu’il existe un nombre positif y? tel que, pour toutes les valeurs 
de li qui verifient Tin^galit^ 

I 

I’on ait, en d^signantpar Tordre de la premiere des derivees de 
f{u) qui ne s’annule pas pour a ~ 

Or, s’il en est ainsi, on a vu (n° 36) qu’il existe un nombre positif s 
tel que la serie qui figure entre crochets dans le second membre 
de cette egalit^ ne s’annule pour aucune valeur de h moindre 
que £ en valeur absolue. Si done on veut que Ton ait 

f{uQ-\-a) -f(uo), 

il faut que | a | soit superieure a e. 

82. Il resulte de la que si la fonction univoque f(u)^ r^guli^re 
en Uqj est p6riodique, les diff^rents points qui figurent les diverses 
periodes que cette fonction peut admettre sont tous a une dis- 
tance du point o supdrieure a e. Si cette meme fonction admet 
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les deux p^riodes a, 6, elle admettra comme p6riodes tous les 
nombres ma + nb^ en d^signant par m eln des entiers. En parti- 
culier, la difference de deux periodes quelconques sera une pe- 
riode; par suite, si Ton figure les diverses periodes par des 
points, la distance de deux quelconques de ces points sera supe- 
rieure a s, puisque cette distance est la valeur absolue de la diffe- 
rence entre les affixes de ces points, difference qui est elle-meme 
une p^riode. 

On en conclut que, dans une portion limit^e du plan, il ne 
pent y avoir qu’un nombre fini de points figurant des periodes; 
en effet, on pourrait paver le plan avec de petits carr^s dont la 
diagonale serait inferieure a e ; or, dans chacun de ces carr^s, il 
ne pent y avoir qu’un seul des points consid^res. 

83. Nous allons maintenant ^tablir les deux propositions sui- 
vantes : 

L Si une function univoque f{u)^ reguliere en un point et 
qui ne se r^duit pas a une constante, admet deux periodes a, b 
dont le rapport soit reel, il existe une p^riode a de la function 
f{u) dont toute autre periode est un multiple entier : en d’autres 
termes, cette function est simplement p^riodique et a en est une 
periode primitive. 

IL Si une function univoque reguliere en un point Wo? et 

qui ne se r^duit pas a une constante, admet deux periodes a, b 
dont le rapport soit imaginaire, il existe un couple de periodes a, 
p de la fonction /(w), tel que toute periode de cette function soit 
une fonction lin^aire homogene a coefficients entiers de a, p. 

1 ° Si a, sont des periodes dont le rapport est rdel, tous les 
points ma -t- nb sont situ^s sur la droite qui passe par les points 
o, a, ; leurs distances mutuelles sont plus grandes que £ ; ify a 
done un de ces points qui est plus rapprochd que les autres de 
Forigine, puisque sur un segment fini de cette droite ayant son 
origine en o, il ne pent y avoir qu’un nombre fini de points figu- 
rant des periodes. Soit a Faffixe du point le plus rapproch^; tous 
les nombres joa, ou p d^signe un entier, sont des periodes; ils 
sont figures par des points ^quidistants sur la droite consid^r^e ; 
or, aucune periode |3 ne pent ^tre figur^e par un point situ6 entre 
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deux poinls cons^culifs pa., {p-\-i)a, sans quoi la distance des 
points p et joa serait moindre que la|, et, puisque la difference 
cntre les pdriodes /?a et p est une periode, il j aiirait nn point 
figurant une periode plus rapproche de zero que le point a; ainsi, 
toutes les periodes sont des multiples de a, en particular a et b, 
qui ne sont pas des periodes distinctes. La fonclion est simple- 
inent periodique et a est une periode primitive (*). 

2“ Si done la fonctlon reguliere en un point, admet deux 

periodes distinctes a, b, le rapport de ces deux periodes, et, par 
consequent, Tune d’elles au moins, est imaginaire. 

Avant d’aller plus loin, il convient de se rendre compte de la 
fagon dont sont distribues tous les points ma + nh, m et n btant 
en tiers. 

Tous les points ma sont des points equidistants sur la droite 
qui passe par les points 0, a] de meme les points nb^ sur la droite 


(^) Oft arrive ^ la m^me conclusion par les considerations arithm6tiques que 
void : 

Supposonsd’abord que le rapport ^ soil un nombre rationnel|j q Qtp etanl 
des entiers premiers entre eux ; il existera alors un nombre a tel que Ton ait 

a =^poi, b = ^a, 


cL il suffit de prouver que a est une periode pour demontrer que a et b ne sont 
pas des periodes distinctes ; or c*est ce qui resulte de ce qu’il existe des entiers 
y/, nr' tels que Ton ait 

I = pp'-\- qq , 


el, par suite, 


a = p' a r q’b. 


Supposons ma intenant que le rapport des deux pdriodes - soit un nombre ir- 
ratioanel r^el p ; la theorie des fractions continues montre qu’il existe des fractions 
k lermes entiers - j k denominateur aussi grand qu on le veut et, telles que Ton 
ait 


la valeur absolue de pa — ou a(y? — ^p) ^tant moindre que 

peut dresuppos^e aussi petite que Ton veut; mais,y?a — dtant une pdriode, on 
Yoit que cela est impossible si la fonction /(w) est r^gulide en quelque point. 
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jui passe par les points o, h : les deux droites sont d’ailieurs dis- 
-inctes, puisque le rapport ~ est imaginaire ; si, par les difFerents 

joints de division de la premiere, on mene des paralleles a la se- 
3onde, et, par les differents points de division de la seconde, des 
Daralleles a la premiere, on decumposera le plan en un r^seau 
ie parallelogrammes tons egaux et dont les sommets anront 
les affixes de la forme ina le point ma -f- Jib sera oblenu 

aar Tintersection de la parallele a la seconde droite, menee par 
e point mcf, et de la parallele a la premiere droite, menee par le 
ooint nb^ 

Nous designerons sous le nom de pi'emier^ paj'allelogTamme 
du j'eseau le parallelogramme ajant pour sommets les points o, 
b^ et nous regarderons comnie a ppai‘ tenant a ce paral- 
ielogramme tons les points qui lui sont interieurs, les points situes 
3ur le cote qui va de o a <2, sauf le point <2, les points situes sur le 
cote qui va de 0 a sauf le point b \ les points situes sur les 
denx autres c 6 tes n’appartiennent pas au premier parallelogramme. 

De m^me, tons les points u H- ma nb^ ou m, n doivent 
prendre encore toutes les valeurs entieres positives, nulles et ne- 
gatives, sont situes aux sommets d’un reseau de parall^logrammes 
identique au precedent, et qui s’en deduirait en faisant subir a 
toute la figure une translation egale au segment qui va du point o 
au point Tons ces points u -H ma -h nb, pour lesquels la func- 
tion f{u) reprend la meme valeur, sont situes de la meme fagon 
par rapport aux parall^logrammes du premier reseau {ma nh) 
qui les contiennent; nous dirons de tons ces points qu’ils sont 
congruents ; etant donn^ un point quelconque u du plan, il 
existe un point appartenant au premier parallelogramme, et un 
seul, congruent au point u, 

II est clair, d’apres cela, qu’on connaitra entierement une fonc- 
tion admettant les periodes a, si on la connait pour tons les 
points qui appartiennent au premier parallelogramme du reseau ; 
elle se reproduira dans les autres parallelogrammes. 

Remarquons encore, en general, que si a, 6 , c sont les affixes 
de trois points, le quatrieme sommet du parallelogramme ayant 
Tun de ses sommets en a et ayant pour diagonale le segment qui 
joint les points 6 , c a pour affixe 6 + c — a; en effet, si Pon 

T M — T 


10 
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designe par d cetle affixe, on devra avoir, en vertn de la repre- 
sentation geonietrique de I’addition des nombres iinaginaires, 

b-^c = a-^d\ 

il resulte de la, en parliculier, que, si a, 6, c sont des periodes 
de la fonction le quatrieme sommet de tout parallelogramme 

donl a, 6, c sont trois sommets figiirera aussi une periode. 

Ceci pose, imaginons que la fonction univoque/(M), r^guliere 
en un point, admette les deux periodes a, b k rapport imagi- 
naire et considdrons I’ensemble des points qui peuvent figurer des 
pdriodes de cette fonction : ces points, que nous appellerons 
poinU-periodes, sont isoles, et leurs distances mutuelles sont an 
moins egales ae; choisissons arbitrairement Tun d’eux, etmenons, 
a partir du point o, la demi-droite qui le contient; il y aura sur 
cette demi-droite une infinite de poinls-periodes, mais, comme on 
]’a vu plus haut, il y en a un qui est plus rapprochd de o que les 
autres ; ddsignons-le par a; ddcrivons du point o comme centre un 
cercle, avec un rayon plus grand que | a | et assez grand pour em- 
brasser un ou plusieurs autres points-periodes, non situes sur le 
rayon qui passe par a; faisons tourner ce rayon autour du centre 
de fa9on a rencontrer un point-periode situd dans le cercle avant 
d’avoir decritdeiix angles droits, et arrdtons-le des que 1 on a ren- 
contre un tel point; designons par p le point-periode le plus 
rapprochd de o, situd sur le rayon dans cette nouvelle position. 
Il est manifeste que le triangle ajant pour sommets les points o, 
a, p ne contient a sonintdrieur ni sur son' contour aucun autre 
point-periode que ses sommets; il en est de meme du paralle— 
logramme ayant pour sommets les points o, a, cc-f- p . ce 
paralldlogramme, en effet, est sdpard en deux triangles par la 
diagonale qui joint les deux points a, |3; Pun de ces triangles a 
pour sommets o, a, p; le second a pour sommets a, a-hp; 
or si ce second triangle contenait a son intdrieur ou sur son 
contour un point-pdriode y distinct de ses sommets, le sommet 
P— Y du paralldlogramme dont le segment qui joint a, p 
est une diagonale et dont y est un sommet, serait un point-pd- 
riode et appartiendrait au premier triangle, ce qui est impossible. 
Le paralldlogramme dontdes sommets sont o, a, a -f- p, p ne con- 
tient done ^ son intdrieur et sur son contour aucun autre point- 
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periode que ses sonimets. Deslors, si on le considere comme le 
premier parallelogramme d’un reseau dont les sommets auraient 
pour affixes les differentes vaJeurs de on voit qu’aucun 

parallelograrame du reseau ne pourra contenir a son interieur ou 
sur son contour (en dehors des sommets ) aucun point-periode, 
sans quoi, le point congruent du premier parall^logramme serait 
un point-periode, ce que I’on a demontre etre impossible. 

Ainsi, toiite periode de la function f{u) est necessairemerit de 
la forme ma -f- 71 [3^ et Ton volt en particulier que cette fonction 
ne peut admettre trois periodes distinctes (^). 

En resume, lorsqu’une fonction univoque f{u)^ r^guliere en un 
point, admet un couple de periodes a I'apport imaginaire, il existe 


(^) La demonstration arithm^tique de cette derniere proposition resulte de la 
generalisation de la methode d’approximation des fractions continues que voici, 
et qui est due a M. Hermite. 

Soient a^, a^, . . n nombres reels quelconqucs; on peut en approcher comme 
il suit par des fractions k termes entiers et de meme clenominateur : soil 4^ un 
entier positif arbitrairement choisi et x un des nombres i, 2, prenons 

pour le nombre entier defini paries inegalites 

0 < a.x — x.<i; 

si les parties entieresdes n expressions 

4 ^(a;a: — «,), ( i = i, 2, . . re), 

sont nulles, on en restera la; sinon on prendra pour x un autre des nombres de 
la suite i, 2, Si, apres avoir essaye tous ces nombres, aucun des 

systemes de n nombres entiers positifs moindres que 4^, formes par les parties 
enti^res des n expressions — ^i) n’est compose de nombres tous nuls, 

c’est que deux systemes sont composes de nombres identiques, puisque, avec les 4^ 

nombres 0, i, 2, 4^ — i, on ne peut former que 4^7 systemes distincts de ;? 

nombres, et que Tun de ces systemes est form6 de n nombres nuls; par suite, 
dans le cas suppose, il existe deux nombres x, x\ pris dans la suite i, 2, . . 4^", 
tels que les parties entiercs des n expressions 

soient respectivement egales aux parties entieres des n expressions 
Des lors, on aura 

' *Cl 

en r^sum6, on peut toujours choisir les entiers x, a?,, x^, . . x^^ tels que Ton ait 


I a.® - a;.-! < — ; 
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un couple de periodes dont toiites les autres periodes sont des 
fonctions lineaires a coefficients entiers : un tel couple de pdriodes 
est dit couple primitif; nous verrons d’ailleurs plus tard qu’il en 
existe une infinite. La fonction /(«) est dite doublement peno- 

dique. i, • j 

A la verite, rien encore n’autorise & affirmer 1 existence de pa- 

reilles fonctions, existence qui aete supposee dans ce qui precede; 
c’est la construction de ces fonctions qui va maintenant nous oc- 
cuper. 

84- Parmi les fonctions univoques, les plus simples sont les fonc- 
tions ratlonnelles ; mais on aperQoit de suite qu’elles ne peuvent 
^tre periodiques, a moins de se rdduire a une constante. 11 j a, au 
contraire, des fonctions pdriodiques parmi les fonctions transcen- 
dantes entieres; telies sont les fonctions simpleinent periodiques 


le nombre® estpositif, et au plus 6gal i C"! » facile d’assigner des limites 
superieures aux valeurs absolues des nombres i 

Ceci ^tabli, on demontrera comme il suit rimpossibilitd de trois periodes 

distinctes ^ 

a — c — v-4-vi:, 

si Ton ddsigne par x, y, z des entiers, le nombre P 4- iP', oil Ton suppose 

P = Xa;-f-p.7--:-v5, P'= Vir-H p'r-hv's, 

sera aussi une periode, et il suffit, pour etablir la proposition enonode, d’etabhr 
que I’on peut choisir les entiers ir, y, z de mani^re que les valears absolues de P, 
P' soient moindres que toute quantitd donnee: or, on tire des dgalitdspricddentes 

(V — = Pp’— P'pi 

(V— X'p.);'— (Vv — ■Xv')j r= P'X— PX'; 
aucune des expressions Xjx'- XV, pv'- p'v, Vv - Xv' n’est nulle; si la premiere 
en effet dtait nulle, le rapport 5 serait rdel, et ce cas a ddja dte exclu; or, aprSs 

avoir fixe le nombre entier 4^, on peut determiner les entiers x,y,z de maniere 
que les premiers membres des dgalites precddentes soient moindres en valeur ab- 

solue que -L; si done on ddsigne par a, s' des nombres moindres que i en valeur 
absolue, on aura 


d’ou I’on tire 


pp'-PV=;^> P''x-PV=L., 


Xs-t-ps' ^ 
4^(Xp'— Vp) 


V e -f- p." s' 


4L(Xp'-Vp) 

or, comme 4^ peut Stre suppose aussi grand qu’on le veut, P et P' peuvent etre 
supposes aussi petU^ qu’on le veut- 
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sin^, mais toute fouction entierej trails cendciTite ou tion^ 
qui est doublement periodique se reduit d une constante* 
C’est la une proposition extr^mement importante, due. a Liou- 
ville et dont I’illustre geomMrea montre qu’elle pouvait servir de 
principe pour fonder la theorie qui nous occupe (^). Sa demonstra- 
tion est d’ailleurs immediate^ consid^rons en efiet le r^seau de 
parall^logrammes forme, comme il a ete expliqu6 plus haul, au 
moyen de deux periodes* une function (transcendante) entiere 
restera evidemment finie dans le premier parall^logramme du re- 
seau; sa valeur absolue y restera inferieure a tin nombre positif 
fixe A 5 et, a cause de la periodicite, cette valeur restera moindre 
que A dans chaque parallelogramme, c’est-a-dire pour n importe 
quelle valeur finie de la variable i or, on a vu (n*^ 3c)) que, dans 
ces conditions, une fonction transcendante entiere se reduit ne- 
cessairement a une constante; le theor^me de Liouville est done 
demontre. 

8S. Apr^s les functions transcendantes entieres, les functions 
univoques les plus simples, parmi celles qui admettent des deri- 
vees, sont celles qui n’admettent pas d’aiitres singularites a dis- 
tance finie que des pdles : sauf en ces p6les (et au point co), elles 
sont partout regulieres ; leurs p6les sont ndeessairement isoles. 
Elies se comportent comme des functions ralionnelles pour toutes 
les valeur s fmies de la variable. Rappelons encore qu’elles peu- 
vent ^tre regardees comme ,le quotient de deux functions entieres, 
transcendantes ou non (n® 74) ; ce sont ces functions que nous con- 
sidererons excluswement, et voici la marche que nous suivrons 
pour former celles d’entre elles qui sont doublement pe^riodiques. 

Considerons une telle fonction univoque n’ayant pas 

d’autres singularit6s a distance finie que des poles. Siipposons que 
Ton ait 



<l>(u) et '^{u) designant des functions entieres (transcendantes 
ou non) de la variable qui ne s’annulent pas pour une meme 


(’) Legons sur les fonctions doublement periodiquQS {Journal de Crelle, 
t. LXXXVIII). 



CALCUL DlFFfiRENTlEL. 


r5o 

valeur de u \ les poles de f{ii) correspondront aiix z^ros de 
ses zeros correspondront aiix zeros de Supposons que la 

fonction/(z^) admette les periodes dont le rapport sera n6- 
cessairement imaginaire, et envisageons le reseau de parallelo- 
grammes forme au moyen de ces periodes. Dans le premier de ces 
parallelogrammes, la fonction f{iC) aura au moins un pole, sans 
quoi, elle n’en aurait nulle part. Elle en aura, d’ailleurs, iin 
nombre fini, sans quoi, elle admettrait necessairement dans ce 
parallelogramme un point singulier essentiel, limite des p61es en 
nombre infini. Si les poles dislincts appartenant au premier pa- 
rallelogram me sont 

tons les points congruents aux points , [3^ seront aiissi 

des poles de la fonction, avec les m^mes degres de multipllcite 
respectifs que ces points. En elFet, si 7?z, n sont des entiers, 
ma-^nb est une periode et, par consequent, est 

un pole de m^me ordre v/ que (3/, (f = i, 2, . , done la fonc- 
tion admettra comme zeros tous les points ^i-\- ma nb^ 

avec I’ordre v/, (f = i,2, ..,,5^); elle n’en admettra pas d’aiUres. 

De meme, dans le premier parallelogramme, la fonction f{u) 
admettra au moins un zero; car, autrement, la fonction double- 
ment periodique 

I ^ ^(u) 
f[U) “ ^{U)’ 

qui n’admet aussi d’autres singularites que des p61es, n’aurait au- 
cune singularite si elle n’admettait pas quelque pole dans le pre- 
mier parallelogramme; ce serait done ime fonction entiere, et, par 
consequent, en vertii du tlieoreme de Liouville, une constante. 
Dans ce premier parallelogramme, f{u) ne pent admettre qu’un 
nombre fini de zeros; soient done 

ai, ajj, ccp 

les zeros distincts de la fonction ^(w), appartenant au premier 
paralldogramme, et soit (1 = 1,2, * . . ,p), I’ordre de multipli- 
city du z^ro ai; tous les nombres ai-i-ma + nb seront des zeros 
d’ordre p./, (1 = 1,2, . . - ,/>), pour la fonction et celle-ci 

n’admettra pas d’autres zeros. 

Imaginons done qu’on construise, par la regie de M. Weier- 
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strass (n^ 71), ime fonction Iranscendante entiere d u (^) admettant 
pour zdros simples tons les nombres ma -i- nb^ et n’en admettant 
pas d’autres, on devra avoir, en vertu dii theoreme que nous ve- 
nous de rappeler, et en designant par fonctions 

(transcendantes) entieres de 

^ — a2)]^'* • -[^(w — 

y^{u) ^ [^(u~ 

En effet, on voit de suite, comme au n“ 72, que la fonction, 
reguliere pour loute valeur finie de et ne s’annulant pour au- 
cune valeur de 

^ 

est line fonction (transcendante) entiere de u de la forme 


Tl en resulte que la fonction /(?^) est necessairement de la forme 


/( u) ~ 




Nous retroLiverons cette forme plus tard, avec ime signification 
plus precise; nous avons seulement voulu montrer ici comment 
Fetude de la fonction du s’impoisait d’une fa^on necessaire; c’est 
la construction de cette fonction et I’examen de ses proprietes ^16- 
,mentaires qui vont maintenanl nous occuper. 

C’est Eisenstein qui, le premier, a consti'uit cette fonction (-). 
Toutefois le produit infini a double entree qu’il consid^re n’est 
pas absolument convergent et est, par suite, moins maniahle que 
celui que nous allons considerer en suivant la methode et en adop- 
tant les notations de M. Weierstrass. 


(') Dans les Chapitres qui suivent, on designera par ce symbole une fonction 
p^rticuliere entierement d^terminde. 

(®) Genaue Untersuchung dei’ unendlichen Uoppelprodukte, aus welchen die 
elliptischen Funktionen als Quotienten zuzammengesetzt sind. {EisensteWs Ma- 
thematische Abhandlungen, p. 2 i 3 ; Berlin, 1847.) 
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CHAPITRE II. 

LA FONGTJON ET LES FONGTIONS QUf EN DERJVENT. 


I. — Les trois fonctions ^ u . L^argument augmente de atoa- 

86. Nous adopterons les notations et les conventions qui 
suivent : 

Designons par 2 20)3 deux nombres don tie rapport soil itna- 

ginaire; nous apprendrons bienldt a former des fonctions double- 
ment p^riodiqiies, pour lesquelles ces nombres constitueront un 
couple primitif de periodes, et nous emploierons de suite les mots 
p^riodes pour designer ces nombres; quoiqu’il en soit, nous con- 
sidererons le r^seau de parallelogrammes forme par les points 

2^0)3, 

n prenant toutes les valeiirs enti^res positives, nulles ou nega- 
tives; comme dans le n*' 83 . Nous d^signerons sous le nom de 
premier parallelo gramme le parallelogramme dont le pre- 
mier, le deuxieme, le troisieme et le quatrUme sommet auront 
respectivement pour affixes 

0, 2toi, 2Wi -4-20)3, 20)3; 

\e premier, le deitxihme, le troisieme e\Xequatrierneebl€ \o\^XLenX 
respectivement les points 0,20)^; 20)4, 20)4 + 20)3; 20)4 + 20)3, 
20)3; 20)3,0. Comme aun"" 83 , nous regarderons comme apparte- 
nant au premier parallelogramme tous les points int^rieurs, et 
tous les points situes sur le premier et le quatri^me c6te, sauf 
les points 20)4, 20)3. Nous adopterons des conventions analogues 
pour le parallelogramme dont les sommets sont 

W-h20>i, M 4 - 2C0i 20)3, M 4-20)3, 
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qui sera dlt purallelo gramme des periodes relaiif an point 
tons les points u -h 2/1(03 sont dits congruents; suppo- 

sons en particulier que le point u appartienne au premier parail^- 
logramme, tons les points congruents sont situes, par rapport aux 
divers parallelogrammes du reseau qui les contiennent respecti- 
vement, de la meme fagon que le point ii par rapport an premier 
parallelogramme. j£tant donne un point qnelconque du plan, il 
existe un point u appartenant au premier parallelogramme et con- 
gruent au point uJ \ I’affixe de u est la valeur reduite de , 

Dans le langage de I’Arithmetique, on dit qiie les n ombres ii 
et sont co/z^/’W5 par rapport au systeme de modules 2 to i , 2 to 3, ou 
encore, congrus modulis 2t0j, 20)3, si Ton a, en designant par in 
el n des nombres entiers, 


et I’on ecrit 


w' = -i- 2 77 ia)i-i- 2/10)3, 

li' s w [model. 2 toi, 2(03] (1). 


87 . Nous allons maintenant nous occuper du probleme pose a 
la fin du Chapitre precedent, de la construction d’une fonction 
transcendante entiere adinettant comme zeros simples tous les 
nombres 2mt0i 2/10)3, en designant toujours par //z, n des en- 
tiers positifs, mils ou negatifs. 

La serie a double entree 


2 

m, n 


I 

( 2 /?Z 0)1 -h 2 /Z 0)3 )« 


etant absolument convergente (n° 18 ) lorsque a est un entier 
plus grand que deux, on voit que la fonction cherchee est une 
fonction transcendante entiere de genre deux. Pour la construire, 
il faudra done, d’apr^s le theor^me de M. Weierstrass (n^'Tl), 


(^) La notation un peu singuli^re modd. a 6t^ propos^e par Gauss 
t. n, Nachlass, p. 289); elle a 6te adoptee et est employee couramment par 
M- Kronecker et ses ^l^ves, pour distinguer les congruences suivant un systeme 
de modules des congruences suivant un seul module. Cette m^me notation est 
adoptee en Algebre par M. Kronecker dans un sens bien plus g^n^ral. {Voiv Arith- 
metUche Theorie der algebraischen Grossen, Festschrift et les Sitzungsbe- 
richte der Ber Liner Akademie, surtout depuis 1886.) 
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prendre pour facteurs primaires les quantiles 


u 


2 Wi -r- 2 /1 0)3 


-H'2«W3 2 (2wWi-4-2/zti)3)* 


dans chacune desquelles, nous le rapjDelons encore une fois, les 
deux facteurs doivent etre regardes coinme lies indissolublement. 
Le produit infini a double entree 




" ^ 2 ! 


oil s doit 4tre remplace par les diverses valeurs que prend I’ex- 
pression 

2 moil -T- 2/2.W3, 


quand on y met a la place de n les difFerents nombres entiers, 
positifs, mils 011 negatifs, a I’exclusion de la combinaison m = 0 , 
/z = o, esl alors absolument convergent quel que soil w. li joiiit de 
toutes les propri^tes que nous avons rappel^es au n® 79. 

II en est de meme du produit infini a double entree 



s 


qui admel pour zeros simples toutes les valeurs de s et n’admet 
pas d’autres zeros. En disant, ici et plus loin, toutes les valeurs 
de 5, nous entendons toutes les valeurs pr^c^demment d^finies, 
et en outre La valeur o; en d’autres termes, toutes les valeurs 
que peut prendre [’expression + s/ztoa quand rn et n sent 

des entiers quelconques. 

C’est cette derniere function transcendante entiere que nous 
d^signerons par 

c^u 


ou, quand nous voudrons mettre les p^riodes dont on part, enevi- 
^dence, par 

1 0)1, 0)3). 

Alors, toute function transcendante entiere admettant les memes 
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z^ros simples, et n’ea admettant pas d’autres, est de la forme 
oil g{u) design e ime fonction entiere quelconque. 


88. On a done, par definition, 


(HO 



u 1 ^ 


En prenant la deriv^e logarithmique du produit infini a double 
entree, comme s’il s’agissait dn produit d’un nombre fini de fac- 
leurs, on obtient une serie a double entree 



s 


qui represente (n^ 71 ) la deriv^e logarithmique de la fonction o' i/; 

les elements d’un m^me terme 


I I u } 

\ u — s ^ s I 


doivent ^tre consideres comme lies indissolublement. 


Les poles de la fonction que cette s^rie represente sont ici 

bien en evidence : ce sont tousles points ce sont des poles simples. 

c' u 

Wous ddsignerons, par la fonction — ainsi engendree de du, 

Lorsque nousvoudrons mettre en evidence les nombres a)^, 0)3 au 
moyen desquels elle est formde, nous 6crirons 


^wla)i,co3). 


On a done 


La fonction X^u engendre elle-m^me, par differentiation, une 
fonction — X^u qui est repr^sentde par la s6rie a double entree 

j_ 

^ ^ l{u — sy V 
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obtenue 6n difFerentiantj terme par terme, la serie qui repr6- 
sente — Les elements d’un meme terme 


i 1.^ 

j (u — s)^ 


doivent toujours etre regardes comme li^s indissolublement. 

Les p 61 es de la fonction — a sent bien en Evidence : ce sont 
tous les points s 5 ce sont des poles doubles. Nous designerons 
par pu oUj si Ton veut, par ca^5 03)5 cette fonction "Q'u 
engendr^e de et, par suite, de o' u. 

On a done 


(ID 




du'^ 


log o' 



s 


De m^me pu engendre par differentiation une fonction p' u (jui 
est represent^e par la serie a double entree 


2 r __ I 

S S 


obtenue en differentiant, terme par terme, la sdrie qui represente 
pu. Les pdles de p^u sont bien en evidence : ce sont tous les 
points s ; ce sont des p6les triples. 

On a done 

s 


ou la somme est etendue a toutes les valeurs s= 2/nco^ -1-2/10)3, 
y compris z^ro. 

89 . Les propriet^s qui suivent se lisent immediatement sur les 
formules (Il4_4)- 

La fonction du est impairs* En effet, a chaque valeur de 5, 
non nulle, correspond evidemment une valeur ^gale et de signe 
contraire, en sorte que, au facteur 



LA FONCTION ET LES FONGTIONS QUI EN D^RIVENT. 


correspond le facteiir 



157 


et ces deux facteui's se perm utent Tim dans I’autreqiiand on change 
u en — M . 

II en r6sulte immediatement que 'Qu est aussi ime fonction im- 
paire, pu une fonction paire et pUi une fonction impaire; celase 
voit d’ailleurs aussi sur les formules (Il 2 _ 4 )* 

On a encore immediatement, quel que soit le nombre a different 
de zero, 

^ (i) c'(az4 I atoj, aojg) ==; a cr ( w | coj, (O 3 ) , 

(IIJ) I (i>0 ^awlawi, aW3j= ^ W 3 ), 

f (3) p(azzlawi, aa)3)= ^ p{u\o^u 


90. Soit 8 la distance du point o au plus rapproche des som- 
mets s du reseau de parallelogrammes. 

Si I’on a I I <; 8, on pent ^crire 


T 


u — s 


I 

5 




done, en remplagant dans I’expression de J^wchaque terme qui 
figure sous le signe ^ par 


[53 


U”' 

L , , , J 




et en ordonnant ensuite, ce qui est permis (n*^ 38), on aura, sous la 
seule condition | w 1 8, 


I 

sn-\-l 


,-9 5 5 

ou, en tenant comple de ce que, dans les somines de la forme 
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les terroes se detruisent manifesiement deux a deux, 

I Vi''' I . I 7 V‘'^ ' 

(IV.) 


En integrant par rapport a on a 

^(0 ) ^(0 I 




~ G -h lo 




C elant la constante d’int%ration et la determination de logtt de- 
pendant du chemin d’integration. On aura done 

1 ,vni 

/4-- 

O' w = X w X e ^ 


La constante C doit etre prise egale a zero, afm qiie le rapport — 

ait pour llinite Punite quand u tend vers zero^ ce que la for- 
mule (Hi) exlg-e manifestement. En rempla^ant 


par le developpement en serie entiere en 


I — 



I 

8 



on voit que du peut se mettre sous Ja forme 


(IVi) 



s 



s 


Ce ddveloppement est valable quel que soit u ; il n’a, a la verity, 
etd ^tabli que sous la condition | | <^ §; mais, comme la fonction 

'su peut ^tre mise sous la forme d’une serie entiere en m, partout 
convergente, et que cette s^rie doit coincider avec la s^rie (IVj) 
pour toutes les valeurs de t<qui satisfonta la condition pr^c^dente, 
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elle coincide necessairement (n° 36) avec cette meme serie, quel 
que soit u. 

On remarqiiera que le terme en manque dans le d^veloppe- 
ment de du. 

D’un autre cote, en differentlant par rapport a u la relation (IVo), 
on trouve la formule suivante, que Pon aurait aussi bien pu de- 
duire de la definition de 


(IV3) 



3 11 '^ 



4 

s* 



Cette formule sera valable tant que Ton aura | | < 0 ; si cette con- 

dition n est pas verifi^e, le second membre n’est pas convergent. 
En diffm'entiant encore unefois, on trouve 


(IVO 



s s 


La m^thode pr^cedente permet sans doute de calculer autant de 
termes que Ton voudra dans le developpement en series de du^ 
mais elle ne permet pas de trouver la loi de formation 
de ces series. Ce n’est qu’apres avoir obtenu des equations diffe- 
rentielles auxquelles doivent satisfaire ces fonctions que Ton peut 
etablir cette loi. II convient toutefois de signaler des maintenanl 
ce fait important que les coefficients des series (IV^_ 4 ) sont des 
polynomes entiers a coefficients rationnels par rapport aux deux 
nombres 

(IV 5 ) = 5-3=-i4o2' 

s s 

Les nombres ^2 et ont regu le nom AHn{?ariantSj qui sera jus- 
tifie plus lard. 


91. La formule (Hi ) peut 6tre transformee comme Fa ete la for- 
mule analogue pour sin tc^ dans le 79. En d^signant par a un 
nombre assujetti seulement a ne pas ^tre 6gal a Pune des valeurs 
de 5 , on aura, en remplagant dans (II^ ) u par u -f- a, 


a) 



s 


n~ba 


ic-h a 
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Or le facteur priraaire, qiii figure sous le signe n , pent etre 
regarde comme le prodiiit des trois quantiles 

-a) ’ 

o I a‘ 

5 



et, a cause de la convergence manifeste de chacun des trois pro- 
duits infinis dont les facteurs s’oLtiennent respectivement en 
donnant a dans les expressions precedentes, toutes les valeurs 
dont ce svmbole est susceptible, sauf la valeur zero, il est clair 

est egal au produit de ces trois produits infinis. 


que 


u - - a 


Le dernier d’entre eux est egal a une puissance de e dont Fex- 
posant est 


(a — 5 ‘ 5 ' I 2 j (a — s)'-^ 52 ^ 

s s 


mais, en vertu des formules (IL) et (II3), on a 



» I I ^ I 

i(a—s)^ s^\ ^ 2 ' 


D’autre part, le second des produits infmis est, en vertu de 
la formule (IL ), egal a 

(fa 

a 

On a done 


a'iu -r- a) 
u a 





^s — a 
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En faisant rentrer parmi les facteurs du produit infini le facteur 



1 

2 rtS 


qiii n’est autre chose que ie facteur general qui figure sous le 

n c ^ ) 

, dans leqiiel on supposerait 5 — 0, on aura finale- 

men L 


(Vi) 


='(«) ^ 



) u 
— 
^s-a 


1 

2 (J- a)* 


0115 doit prendre toiites les valeurs, sans exception, que Ton ob- 
tient en remplagant, dans Texpression a/n - 1 - a/zcos, 772 et /? par 
Lous les nombres entlers, positifs, nuls ou negatifs. 

En prenant les derivees logarithiniques, par rapport a des 
deux meinbres de I’equation precMente, on tombera sur la for- 
mule 

(V2) ?( w -h a) •— Sa -h zq3a = 'V I H7 — — r:, I • 

^ ^ ^lu-\-a^s a^s {a--sY\ 

s 

Et, en prenant les derivees par rapport a u dans les deux meinbres 
de cette derniere egalite, on a 

(V3) + 

s 

Ces deux egalites se deduiraient tout aussi bien des formules (IL) 

et (II3). 


92. Les egalites (V) ont cecide tres remarquable que les quan- 
tit^s qui figurent dans les seconds membres ne changent manifes- 
tement pas quand on y remplace a par a -H 5, ou 5 est Tune quel- 
conqiie des valeurs que pent prendre a/ncoi 4- 2/10)3. 11 est clair, 
en effet, que, par ce changement, I’ordre des facteurs ou des 
termes qui figurent dans le produit infini ou dans les series est 
seul modifie. Ainsi, consid^res comine des fonctions de a, les 
premiers membres sont des fonctions doublement p^riodiques a 
p6riodes 2(o^, 20)3. 

T. et M. — I. 


It 
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Void quelques consequences essentielles qui rt^sultent de cette 
remarque et dont nous empruntons la deduction a Halphen (^) : 

1° On a 

p{u a -h s) — p{a -h $) = piu a) — p{a), 

d’oii, en remplagant u par b — a, 

p{h ^ s) — p{b) = p{a s) -- p{a)', 

on voit done que les deux membres sont egaux a une constante, 
independante de a et de b. Pour determiner cette constante, suppo- 
sons d'abord que les deux entiers ttz et n ne soient pas tons deux 
pairs, en sorte que tin des nombres exclus pour a; 

posons alors a= — | et rappelons-nous que p est une fonction 
paire; on voit que la constante chercbee est alors nulle. 

On a done, en particulier, pour m = i, n = o et pour rn = 0, 

/I = I, 

p(w H- 2aJi) = pw, p(w 2CO3) = p w, 

et, par consequent, quels que soient les entiers m et n, 

(VI5) j:>(m -H amcoi-h 2;^(03) = p w. 

2^ On a de m^me, en conservant les memes notations, 

Z{u -i- a s) — t:(a s) up{a s) = u -i- a) — -h upa. 

En reduisant, au mojen de I’egalit^ pr^cedente et en posant 
u — b — a, il vient 

Ici encore les deux membres sont done ^gaux a une constante in- 
dependante de a et de b. Pour la determiner, dans le cas ou m 
et n ne sont pas pairs simultanement, posons a = — ce qui 
est alors permis ; rappelons-nous aussi que la fonction ^ est im- 
paire, et nous aurons alors, pour la valeur de cette constante. (*) 


(*) Traite des fonctions elliptiques, 1. 1 , p. 867. 
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En particulier, pour m=i^n = o, pour /?2 = — i, n = — i et 
pour m = 0 , /2 = I , on a 

t^(a -h -h 2 

^ -f- 2 Cx)2 ) = ^ ^2 “H 2 ^(02 , 

^(«-4-2a)3) = -4- 2^0)3, 

ou le nombre coa est d^fini par la relation 

Wj -f- (i >2 “H u )3 = O 

et est introduit pour des raisons de symetrie dont le lecteur s’a- 
percevra bientot. 

On en d4duit 

l^Ct ~ ^ — 2 tOa ) 2 ^t02 ““ ^ 2 Q)j 2 ^1)3 ) -i— 2 

= ^(^?-l-2(i)j[)-l-2 ^toa -f- 2 ^coa = t^ci 2 ^toa H” ^^1)3 ] , 

de sorte que Ton a 

-H ^0)2 -+- ^(*>3 = O. 

On pose habituellement 

/ =T,1, 

(VI 4 ) I ^0)2 = 752 , 

en sorte que la relation pr^cedente peut s’dcrire 
(VI 4 7)2 *+- 7)3 = O 

et que Ton a, en ^crivant u au lieu de a, 

^(mH- 2C0a) = ^w-+-27)a (a = i, 2 , 3); 
done aussi, par repetition, quels que soient les en tiers m el n, 
(VI 3 ) u -h2 moy I -h 2 71 (xi^) ^ t^u -h 2 7nrii~+- 2 / 17 ) 3 . 

3*^ Enfin, on a, en conservant toujours les memes notations, 

cf^u-i-a-hs) — M?(a-l-^)-f-YP(a + ^) O' (iC -h Ct) — 

a'(a-f-5) <^a 

En reduisant, au moyen des egalites precedentes, il vient 
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et, en remplagant u par b — a, 


0^6 <^cc 

Ici, encore, les deux membres sont egaux a line constanLe inde- 
pendante de ci et de et, si n ne sont pas tons deux pairs, 
on determinera cetle constante en posant 

CJ = = ( 77 i C 0 | -+- /I CO3 )j 

2 

ce qui est alors permis. On obtient, dans ce cas, pour cette con- 
stante, la valeur 

on a done, pourvu que I’un des deux entiers n soit impair, 
et, en particulier, 

/ C'( M -f- 2C0i) =— o'm, 

(VIi) I C'(W-h 2 (i 72 )=— CJ'W, 

( cr'( W H- 2tt)3) = — a'w. 

La premiere de ces trois egalites, par repetition, donne 

a'(M-+- 2 77ia>i) = {^lyn , 

de meme 

a'(W- 4 - 2^^ 0)3) = (—1)'^ ^ 2 Yl 3 {«Ji + «SW 3 ); 

en remplacant, dans Favant-derniere egalite, u par 4-21/1(03 el 
en tenant compte de la derniere, il vient 

Cf(w -H 2ma)i-h 2^0)3) = ( — iyn->rn qK 

sans qu’ici Ton ait a exclure le cas on m qX n seraient pairs a la 
fois; on a pose, pour abreger, 

A = 27)1 [m(w-4- 2/2.3(03) H- /7 i2(Oi] 4- 27)3 \_nu -h /i^toa] 

= (2m.T,i4-2/l7)3) mC0i4- 71 ( 03 ) 4 - 2 W/Z( 7 )it 03 — 7)3 (Oi). 

En echangeant m, (i>i, 7]i et /i, (O3, 7)3, on aurait de m^me 

a'(M 4 - 2 7 n(Oi 4 “ a/ZtOs) = (— i)m^n gB 
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OU 

B =(2W7]i-H2^7]3)(m + 7?IWi-{- TlODs) — 2 7nn(7]i(D3 — 

II faut que Ton ait et, par suite, que 

4mn(T^iCi)3 — TQsWi) 

soil un multiple entier de 2 7zi\ quels que soient les entiers m, n. 
Si, en particulier, on prend m — i , n = r , on voit que 




est un multiple enlier de On peut ajouter que c’est un mul- 
tiple impair, puisqu’on doit avoir a la fois 


ou 


a'(Z^-h2W2)=— cTm, 

a'( w -h 2W2) = < 3 ^ O' Wj 

A = 2ir)2( W' -h Wa) 


ce qui implique 


e 2 (-/ltW 3 -Yl 30 )i) = — . I . 


On prouvera plus tard (n® 108) que Ton a 


Y]l CO3 — V]3COi — ± 


2 


suivant que le coefficient de i dans ^ est positif ou n^gatif. 

Quoi qu’il en soit, dans le seul cas d’abord exclu, celui ou m 
et n sont pairs a la fois, la quantity 

2/n/l(7)iO)3 TQsWl) 

sera un multiple de 2 t:j, et I’on aura, dans ce cas, 

^ 2 /raMlf)iCOs— TQsWiJ = I, 

a'(w+ 2771(1)1 2/10)3) = e(2wV)i+2raY)3) (w-t-/no)i+/K03) (^u. 

On a done, dans tons les cas, 

(VI2) 0 ^( 14 -H 27 / 10)1 *+-2/10)3) = (— e(2m-/ii-F2/iY]3)(*^+/«0)i-W2(D3) a'a. 

93. Ajoutons encore que, de la double p6riodicit6 de pu, on 
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deduit immediatement celle de toutes ses derivees p'^u^ 

On a done 

(Vie) 2mcoi-+- 2/10)3) = -p'u. 

Si Ton fait dans cette formnle u — — , m=i, /^ = o, on a 

p'o)i ==p\— a>i); 

d’ailleui's, puisque la fonction pu est paire, la fonction p^u est 
impaire; on a done 

p'coi =— p'coi = o, 

puisque co^ n’est pas un pole de p^u. De meme p^ (^2 == o? = 0 • 

ainsx 

(Vle^w) p'o}a = o. 

Le lecteur retrouvera immediatement ces resultats sur I’egalite 

— -P 

s 

qui donne, par exemple, 

-p ^ [(a/n — i) o)i-T- antosp 

m, rt ‘ 

il est manifeste que le second membre est compose de termes 
egaux et de signes contraires qui se detruisent deux a deux. On 
verra de meme que les derivees d’ordre impair de la fonction pu 
s’annulent pour = tOo, Wg. La formula (Vie bis) pour 
a= i, 3 se irouve ainsi etablie a nouveau. 

La periodicite de p^ u est d’ailleurs mise directement en evi- 
dence par la formule 

— ~p'24 == V 5 -J 

^d{u — sf 
$ 

car le second membre ne change evidemment pas quand on change 
It en a)^ 0)3, ou et sont deux entiers determi- 

nes quelconques : dire que I’indice s prend toutes les valeurs 
2 .V2(0| -4- 2/10)3 ou dire que $ — 2m^o)i — 271^0)3 prend toutes 
les valeurs 2 /n o)^ -f- 2/10)3, e’est, en elFet, dire exactement la 
meme chose, et la somme double ^tant absolument convergente, 
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on pent, sans changer sa valeur, intervertir a volonte I’ordre de 
ses termes. 

De la periodicite de p^u ainsi elablie directement, on aurait pu 
deduire celle de jdw el, par suite, les formules etablies plus haul 
pour + 2ma)i anto-j) et <j{u 4- 2 mco^ H- 2/10^3). En effet, 
de I’egalite 

p'(wH-2a>i) = p'w, 

par exemple, on deduit, en integrant, 

p(M-h2toi) = pr4 4- c, 


ou c est une constante; si Von pose u = — co^, cette derniere 
formule devient 

pwi =p(— wi)-i-c; 

on en conclut que c = 0, car pu est une fonction paire et co^ n’est 
pas un p 61 e de pu, 

De meme, la relation 

p(z^ + 2(Oi) = pw 

donne, en integrant, 

t^(u -{- 2C0i) = -f- c; 


c est encore la constante d’integration, dont on trouve la yaleur 
2 5 ^co^ , en supposant u = — et en se rappelant que ^ u est une 
fonction impaire. Enfin, en integrant T^quation differentielle 

2tOi) __ d’ u 
ar(M4-2tOi) cju 

on trouve 

-h 20)1 ) = 


et Ton trouve c = toi en supposant encore w = — io^, 

Ajoutons que les p^riodes 20)4, 2(03 constituent un couple de 
periodes pour la fonction pw; en effet, puisque o est 
un pole de cette fonction, toute periode de doit aussi ^tre un 
p6le; or la serie qui definit pu montre qu’il n’j a pas d’autres 
poles que les nombres s congrus k z6ro, modulis 2tOi, 2 <03. 

Le parallelogramme que nous avons d^sign^ comme premier 
pent done aussi etre d^signe sous le nom de primitif. 

Nous avons ainsi ^tabli, sur leur definition meme, quelques- 
imes des propri^t6s fondamentales des fonctions du^ pu. 
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II- — Premieres relations entre les fonctions a’u^ p'w. 

94. Nous aliens maintenant faire ime courte digression pour 
etablir entre ces fonctions quelques relations plus cachees, mais 
de la plus haute importance. A la verite, nous aurons occasion 
plus tard deretrouver ces relations par line voie peut-etre plus 
naturelle, et comme consequence immediate de I’application aux 
fonctions doublement periodiques du iheoreme fondamental de 
Cauchy sur les integrales de fonctions d’une variable imaginaire 
prises le long d’un contour, mais il nous sera commode, quand 
nous continuerons Fetude direcle de la fonction o', d’avoir ces 
relations, afin de pouvoir ecrire nos formules sous une forme 
plus definitive; les nombreuses propositions de la theorie des 
fonctions elliptiques, d’une part, se groupent, comme le verra le 
lecteur, autour d’un petit nomhre de principes, et, de Fautre, 
se penetrent mutuellement : Ja digi'ession que nous aliens faire 
evitera des repetitions et des renvois fatigants; elle aura d’ailleurs 
Favantage de montrer immediatement au lecteur le lien des fonc- 
tions que nous venons d’introduire, d’apres M. Weierstrass, avec 
des questions qui lui sent certainement familieres. 

C’est tout d’abord une I'elation, analogue a la formule 

J _ I _ sin(aH-5?)sin(a — x) 
sin^a? sin^a ^ 

que nous aliens etablir. La fonction cs'^^joue, a certains egards, 
le m^me role que la fonction 

sinTTir 
■ ? 

'K 

dont la derivee logarithmique admet pour derivee 

7i2 

de meme que la derivee de la ddrivee logarithmique de <iu est 
— pu. 

Les deux fonctions de u 

cf{a-h u)(^(a — u) 
a cf^u 


pw — pa, 
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se rapprochent naturellement Tune de I’autre; tout d’abord, elles 
sonttoutes les deux doublement p^riodiques, avec les periodes 
2co^, 2tt)3, ainsi qu’il r^salte, pour la seconde, delaformule (VI^), 
qui montre que, si Ton remplace u par 2(0^5 le produit 
d{ii a')d{u — a) se reproduit multipli^ par le facteur 


exactement comme a'-w. D’ailleurs, des deux fonctions conside- 
rees, la premiere pz/ — -pa s’annule pour toutes les valeurs qui 
annulent le numerateur de la seconde , et, ce qui importe 
surtout dans la demonstration qui va suivrey les poles des deux 
fonctions sont les memes avec les memes ordres de multiplicite ; 
ce sont les nombres 5, qui tons sont des poles doubles pour les 
deux fonctions; aux environs du p6le o, la fonction pu — pa se 
presente sous la forme 


d’un autre cdte, le produit d{ct -1- u)d(^a — u) est le produit des 
deux series 

' ^ 

Cf Cl ^ Cl — }— Cl — f“ .... 

I 1.1 ’ 

cfa — ~ cf'a -h 

I 1.2 


les premiers termes de son developpement suivant les puissances 
de u sont done 

!j^a — u^(a"^a — (fa (f^'a )-^. . . ; 


d’ailleurs le developpement de d^u commence par un terme en 
avec le coefficient un, puisque celui de da commence par le 
terme : on a done, dans le voisinage du p6le 0, 


<f(a^u)(f{a — w) __ I 
(f^aef^u ^ 




par consequent, la difference 


pu — pa — 


u) (f{a — u) 
(f^a(f^u 


est reguliere aux environs du point o; comme e’est une fonction 
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(loublement periodique, qui admet pour periode Tun quelconque 
des nombres qui ne peut pas avoir d’autres poles que ces nom- 
bres, et que tout se passe autour de ces points comme autoiir du 
point o, il est clair qu’elle est reguliere en tout point a distance 
finie ; c’est done, en vertu du theoreme fondamental de Liouville, 
line constante, et cette constante est nulle, comme on s’en assure 
en supposant on a done 


(VIb) 




:f(u -4- a) 0^(11 — a) ^ 
a"^ua'‘^a ^ 


e’est la premiere relation que nous voulions elablir. 


95 . Elle montre tout d’abord que Tequation 

pw — pa = o 

n’admet pas d’autres solutions que celles des equations 

c'(w-ha)=:o, (j(u — a) = o, 

e’est-a-dire que les valeurs de u donnees par la formule 

zz = ±: = ±: a 2710 ^$ ; 

on d6duit de la sans peine une seconde demonstration de ce que 
2C0i, 2CO3 eonstituent un couple de periodes primitives pour la 
function doublement periodique pu^ 

Remarquons encore que les trois nombres pco^, ^(^2? qtii 
joueront dans la theorie un role essentiel et que nous d^signerons 
respectivement par eo, e^, sont differents; si Ton avait, par 
exemple, 

pwi =pC02, 

on devrait avoir 

±: toi ^ toi + CO3 (modd. 2Wi, aoia); 
or ces congruences entrainent toutes deux la suivante 
0)3^0 (modd. 20)1, 2W3), 

qui est impossible. 


96 . La relation (VIR) conduit immediatement a unc relation 
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tres importante, qui resulte de I’identile evidente 

(B-G)(D-A)-h(G--A)(D-~B)-4-(A-B)(D-~G) = o. 

En designant par <2, 6, c, u des nombres quelconques dont nous 
snpposerons d’abord qu’aucim n’est coiigni a zero modiilis 
20)3 et en posant 

A = pa, B = p^, G=pc, D = pm, 

on a 

(pw — pa)(p6 --pc)-i-(pa — p&)(pc — pa) 

-h(pa — pc)(pa — p5) = o. 

En remplacant les quantiles — pb — pc^ ... par 
II a)cj'(a — a) c»'(^H-c)c7'(^ — c) ^ 

et multipliant par d'ud'^ad^b il vient 

I :f{u-^a)c^{u — a)(i{b-\-c)d{b—c) 

(VII2) ' -^(^{u-^b)d{u — b)d{c-^a)d{c — a) 

I ^a'(u-h-c)d(u — c)J'(a~hb)G'(a--b)=^o. 

Le premier membre de cette 6galit^, etant 4videmment une 
fonction continue des quantiles u, a, b, c et restant nul lors- 
que quelqu’une de ces quantit^s s’approche de Tun des nom- 
bres congrus a zero modulis 2ixy\^ 20)3, est necessairement nul 
encore lorsqu’on atteint cette limite. L’^galit^ (VII2) a done lieu, 
quels que soient les nombres <2, c. 

Cette belle identity ofFre ceci de remarquable qu’elle caracte- 
rise la fonction du] d’une fa^on plus precise, il n’existe pas 
d’ autre fonction transcendante enti^re que la fonction du dont 
la d^riv^e se r^duise a t pour = o et qui jouisse de la propri^t^ 
qu’exprime l’egalit6 (VIl2)5 nous renverrons pour la demonstra- 
tion de ce theoreme, dont nous ne ferons pas usage, au Traite 
des fonctions elliptiques de Halphen, t. I, p. 187. 

97 . En prenantia derivee logaritbmique des deux membres de 
la formule (VIIj), successivement par rapport a u et par rapport 
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a a, on obtient les relations 


P 


pw — pa 


•pa 


= ^(a-^ 2 £) — X^{a — u) — 2^^, 


= ^(a-f a)H-^(a — w) — 2^a, 


pw — pa 

quij par addition et soustraction, donnent 

■p’ urj^ip' a V / N y y 

— ^ 2t(udz a) — 2t rp 2^a, 

pu — pa 

formule qiie Ton ecrit habituellement 
(VII3) 

' ^ 2 pu — pa 

et qui porte le nom de formule addition de la fonction On 

a, en particulier, 


^(wdi ti>a) = 


I p'u 


2 pi/ — pwji 


En prenant la derivee, par rapport a Uj de la relation (VII 3 ), on 
obtient de xnemela formide d addition relative ala fonction pu 


(Vila bh) 


p(ii±a) = pa — 


r d 
2 du 


r p^ggrp^a l 

L — P« J' 


Dans ces formules, les signes superieiirs se correspondent. 


98. Nous allons encore d^diiire de la relation (VII^) une relation 
entre pu et sa d^rivee p ' qui nous amenera, dans un instant, a 
ce fait capital que la fonction pii verifie une equation differen- 
tielle tr^s simple du premier ordre. 

On pent 6crire la relation (VIIi ) 

pu — pa __ _ cr(a-h 0^) 0^(14 — a) ^ 
u — a ~~ u — a ’ 

en faisant tendre u vers a et passant a la limite pour u 3 = a, on a 
done, quel que soil a, 

a'(2a) 


p'a = 
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Or la formule (IIi), si Ton y remplace u par devient 

n t') ( / II \ j.i Jf,! ) 

j ( I ) gmcOi-h/iO>8 2(/nWi4-na)8l- • 

( \ TTltOi-h ) 


groupons les facteurs oii n sont pairs, ceux oil m esL impair 
et n pair, ceux ou m est pair et n impair, ceux ou m et n sont 
impairs; en tenant compte de la formule (V^), qui donne, pour 
a = 0)^, 


/ It \ ^ 1 fi' 

I /l \ QS—(Oa'^V(S-(jdo:)i 


^ {it + ^~“'Ca+“^pWa 

_ g - 

CT'Wk 


et en tenant compte aussi de la relation 7]^ H-v]2-}-ri3 = o, nous 
obtiendrons, pour la valeur de d{o.u)^ Texpression 


^ W -h tOi) '^{u-\-(^.i) Cj (?* -h CO3) (ptOi-hpWs-hpWa) 

It ' ' ' ————— Q A ^ 

3CO1 uCOs 

On a done r 

f t . , ■■ * ' ■ t 

' dj oJi -f- u) a'(t02-4- d{wz-+‘ u) j(pWiH-pa).+pa>3) 
^ d^%\du ^ 


et, par suite, en changeant u en — ii et en remarquant que les 
fonctions d et p’ sont impaires, 

, _ CJ'CtOi — O'fcOs — w) o' (CO3 — u) -(pwj+pwa + pwa) 

^ ^ o'coic'w c'coso'zi dw^du ^ 

En multipliant ces deux ^galltes I’lme par I’autre et en tenant 
compte de I’egalit^ pour a = on a enfin 

P'2 m = 4(pw~pa;i)(pti — PW2 )(PW“-PW 3) 

Mais les deux fonctions et p’u sont doublement periodiques 
et admettent le couple de p^riodes (2(0^, 2(03). La fonction trans- 
cendante enti^re 

gW* (pWi-HptO.-hpWa^ 


doit done etre aussi doublement p6rlodiqne d’apr^s I’^galite pr^- 
c^dente; elle ne pent done etre qu’une constante, comme on le 
voit direclement ou comme il resulte du th^or^me fondamental 
de Liouville. Or ceci exige que Ton ait 


p 0)i + p 0)2 4- p = 0. 
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Ainsi la fonction pu et sa dariv^e p'u sont li^es par la relation 
(YIIs) = — — P^ 2 )(pw-”P^ 3 )* 

Nous an concluons, an posant 

(VII4) — 63= 0, 

qua la fonction da y = pu^ ast line integrale particuli^re da 
Tequalion difTerantielle da premier ordre 

= — ^ 2 )(r — <^3) 

dont I’integrale geiierale est doncjK = p(w -H a), ou c ast une Con- 
stanta arbitraire. En prenant pour 

V'4(jk — ai)(7 — «2)(y-- eg) 

celle des deux determinations da cette racine qui est 6 gale a 
— p'u, nous voyons aussi qua les deux variables u el y^pu 
sont li^es par la relation 

r* 

u = I ^ — -= ’ 

-V /4 (r — ) (r — ^2 ) U' — ^ 3 ) 

car, pour u = Oj on a^ = 00. 

99. Avant de passer a un autre objet, nous allons encore de- 
duire quelques consequences essentielles de Pequation differan- 
tielle du premier ordre a laquelle satisfait pu. 

Et d’abord on pent ecrire cette equation differentielle 

p '2 w = 4 p^«^ + 4(^2 ^3 ^3^1 -H ^1^2) p w — 4 61^2^3- 

Remplagons dans les deux membres puet p^u par leurs develop- 
pements en series donnas par les formules (IV3) et (IV4), que 
I’on pent Ecrire 

p U ~ — r -4- C 2 *H~ C 3 *4- . . - -H C;. 

p' u= ^ -i- 2C2 w H- 4 C3 W® 4 - . . .-h (2 r — 2) Cp . . , 
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en posant, pour abr^ger (IV 5 ), 

7 ^-'^’ 


175 




On aura alors 


1 3 Co - 

P “ 3C3-H..., 

p'*“ = -4 — ^ — i6c3-4-. . . ; 

^ u- 


done, en egalant, dans les deux membres de I’equation difFeren- 
tielle, les coefficients de ~ et les termes independants de on 
obtient les deux relations 


— 8 C2 = I 2C2 •+• 4 (^2 ^ 3 "^” ^3 ^1 “t" ^2) 1 

— 16C3 = 12 C3 — 4^1^2^3j 


d’ou Ton deduit 


C2 C3 -H C3 Cl -H Cj C2 = — 5 C2 = — 



$ 


Cl C2 C3 = 7C3 



I 



ce qui permet d’ecrire I’equation difFerenlielle sous la forme (^) 
(Vile) p'^u — g^p u — ^ 3 . 


100. En prenant les d^riv^es par rapport a w et en divisant par 
on tire de cette Equation 

(VII 7 ) ‘ifu = I2p2z^— ^ 2 - 


(*) Comparez Eisenstein, loc. cit,, p. 286. Les formules (5) et (6) sent iden- 
tiques ^ nos formules (VIIJ et (VII5). Kronecker a propos6 rdeemment, pour 
honorer la m^moire d’Eisenstein, d'^crire en{jjC) au lieu de pw, le symbole en 
6tant form6 au moyen de la premiere et de la derniere lettre d’Eisenstein. Nous 
conserverons la notation de M. Weierstrass, qui a fait connaltre le r 61 e et la 
place de la fonction pu dans la theorie des fonctions elliptiques : cette notation, 
d^ailleurs, est aujourd'bui universellement adoptde. 
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En prenant les d^riv^es encore une fois, on a 
(Vllg) p'*'u = i2pup'u, 

et Ton pent continuer ainsi et obtenir, en tenant comple chaque 
fois des Equations pr^c^dentes, les ddriv^es successives de pw en 
fonction de pw et de p'w. On apergoit sans peine que ces fonc- 
tions sont rationnelles entieres en pw et p'w ; on peut meme nion- 
trer que les d^rivees d’ordre pair de pw sont des fonctions ra- 
tionnelles endures de pw seulement et que les d^riv^es d’ordre 
impair de pw sont ^gales au produit de p^u par une fonction ra- 
tionnelle endure de pw seulement. 

Ce r^sultat, en elTet, se v^rifie de suite sur les formules prec^- 
dentes pour les d^riv^es seconde et Iroisieme; il se demonlre 
ensuite par induction, sans aucune difficult^. 


101. L’^quation (VII7) permet d’obtenir sans peine, par des 
calculs successifs, les coefficients C4, Cg, . . . , . . . an moyen des 

deux coefficients 


En remplagant, en effet, p''u et p-u par leurs developpements en 
s6rie, on trouve, apres quelques reductions faciles, en egalant 
dans les deux membres les coefficients de la relation 

i=r - 2 

(r — 3)(27 --(-i)c,. = 3 ^ c,cr-i (r = 4 , 5 , 6, ...)• 

i = 2 


On reconnait en particulier que, comme on I’avait annonce au 
commencement, tons ces coefficients sont des fonctions entieres 
k coefficients rationnels de g 2 et de et que, par consequent, 
toutes les sommes telles que 

2d 


oil r est un entier plus grand que 3, s’expriment par des fonctions 
entieres, k coefficients rationnels, au moyen des sommes 
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Lorsqu’on se donne lo,, 0)3, ces deux derni^res sommes, ou, ce 
qui revient au m^ine, Jes quantiles et g^ sont determin^es 
sans ambiguity. 

Nous monlrerons plus tard que, inversement, si I’on se donne 
les quantiles g^ et ^3, telles toutefois que les racines ^1, ^2, ^3 de 
I’equation 

4X3 — ^3 :=o 

soient diff^rentes, c’est-a-dire telles que le discriminant 

S* = -[^(^2 — 27^1) ==(^2— 63)2 (^3—^1 )2( Cl -62)2 

de cetle (Equation du troisieme degr^ soil different de zero, il 
exisle deux nombres et 0)3 qui verifient les equations (IVs) 



s s 


et tels que le coefficient de i dans le rapport ~ soil different de 

zero (et meme positif). La fonclion pw, formee avec ces quantiles 
2 Ci)< , 2 (i>3, salisfera manifestement a Tequation differentielle (Vile); 
elle sera, dans le voisinage Su point z^ro, represent^e par une 
serie de la forme 

I 

— H- C2 -h C3 -f- . . . , 


et, comme on vient de verifier que les coefficients, C2, C3, 
c^, ... sont enti^rement determines par g^ et ^3, on voit que 
ces coefficients g^ et g^ determinent sans ambigiiite la fonclion 
pw, bien que, a la verite, les Equations (IV5) admettent une infi- 
nite de solutions (1)3, 

Cette remarque justifie la notation 

p(«; ^2, ^3) 

pour representer la fonction ainsi determinee. La fonction X^u 
est d’ailleurs entierement determinee dans les m^raes conditions,, 
puisqu’on doit avoir, dans le voisinage du point zero. 


„ I <^2 , ^3 K 


T. et M. - I. 


12 
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Enfin la fonction du est aussi d^termin^e sans ambiguity par les 


conditions 


1 d:fu 
a'M du 




d(o) = o, 


d’oii Ton tire successivement 


log o' w = logw ■ 


12 


CS 

3o 


= U’ 


§lui 


240“" 840 161280 

en sorte que Ton pourra employer les notations 
?(m; ^ 2 , ^ 3 ), ^(w; ^ 2 , ^ 3 ) 

pour representer sans ambiguity ces fonctions. 


m9- 


102. Les equations d’homog^n^il^ (III) prennent une forme un 
pen differente avec ces noiivelles notations. En effet, quand on miil- 
tiplie et 0)3 par a, les nombres g% et en vertu de leurs defini- 
tions (IV5), sont multiplies respectivement par ~ : on aura 
done 

1 (0 p) = ^(“’ ^ 2 , ^ 3 ), 

(2) g,g)= ^rs), 

(3) p(aK; g,g)=gp(tt;^s, 

On observera que cetle derniere relation se lit en quelque sorte 
sur {’equation differentielle 

p' 2 w = — ^3- 

La fonction 

/ , ^2 ^3\ 


doit en effet verifier {’equation differentielle 
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Oil 

~ 4(a*«p)*— (TsCa*?) — 

qui s’obtient en changeant dans (Vile) pu en a^©; ces deux 
fonctions doivent done ^tre identiques, puisque, dans le voisinage 
du point z^ro, leurs d^veloppements suivant les puissances de u 
doivent commencer tous deux par un terme en 


103. La m^thode prec^demment expos^e nous fournit le moyen 
d’avoir autant de termes que Ton veut dans les d^veloppements 
de (3'w, pu — ^ series enti^res en u, chacun de ces 

termes etant exprime en fonction entiere de el de g^* II est 
utile d’avoir les premiers termes de ces developpements, dont on 
verra plus lard I’usage frequent. Nous transcrivons ci-dessous ces 
premiers termes 


(IX) 


(I) 


(a) 

(3) 





a‘.3.5 

22.3.5.7 

2».32.5.7 




22.3.5 

‘2*. 5. 7 

?>.3.5*.7 



, ^2 

2^.5 

1 ^ 

cs 

2^.3. 5* 


On rappelle que les deux derniers d^veloppements ne sont con- 
vergents qu’aux environs dii point zero. 

Le lecteur rapprochera naturellement ces formules des for- 
mules (IV). 


III. — Representation de par un produit indni 
a simple entree. 


104. Nous allons maintenant reprendre Tetude directe de la 
fonction du et chercher a transformer le produit infini a double 
entree, qui ddfinit du^ en produits infinis a simple entree. 

Siipposons n different de zero el designons par P„ le produit 
de tous les facteurs priraaires de du pour lesquels /i a la meme 
valeur. Un de ces facteurs 



n I 
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oi s = amW) H- 2/10)8, est le produit des deux quantiles 

1 U* 




or les deux produits infinis que I’on obtient en prenant respecti- 
vement pour facteurs ces deux quantiles, ovi m prend toutes les 
valeurs emigres de — oo a 4-oo, sont ^videmment convergents. 
Le premier produit 


n 


u 


m-^ n- 


1 ^ 

' tOly 


d’apres la formule (I.,), oii Ton remplace u par ^ et « par 


apres 


est ^gal a 


2 / 10 ) 3 — u 

sinit UM , wt»>g 


SlOTt • 


/tt03 

0)1 


Le second est egal a une puissance de e dont I'exposant est 

m — +'^ 

8^ 


^ I 11 0)3 \ ^ 

=- * ( /// H I 

\ / 

quantity qui, en raison de la forrnule (I3), est egale a 

TT* U® I 


On aura done 


80 )f • /IW3 

* sin^z 

0)1 


2/10)3- W + L 


p« = 


2 0)i 


2U). 0). 8U>? 


/10)3 

0)1 


11 reste a effectuer le produit des facteurs primaires ou /? = o. 
Ce produit 
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est 6gal au produit des deux produits coDvergents 


et 




sinTc- 


^2/nCi>| 


2 b>i 


2 W 1 


7 <« y(') 1 

801* ^ '”* . 

e =« 

m 


d’ailleurs (n° 69) 


done 




m = l 




A.insi 


Po = 


. M / 

sinTt 

2 0 )i 

u 

TZ 

• 2 tOi 


g 2 iO)* ^ 


Cu = 


2 Ci)i 

7 : 


L 

~o,\ 


sin 71 


u 

2 t 0 i 


♦ 



ni 


n 


ou P„ est suppose remplace par sa valeur (^lablie plus haul. Cette 
fonnule, ayant cte obtenue uniquement en groupant les facteurs 
du produit iufini qui definit (jU^ est valable quel que soit u; le 
produit infini a simple entree est absolument convergent et Ton 
peut en prendre la derivee logaritlimique. 

Comme la derivee logarithmique de est 


7C U — 2 /I 0)3 

COtTl 

20)1 20)1 


TT niOj 

COtTC 

0 ), 


2 0 )i 


TT* U 


sin*7T 


no )3 

"oir 


on aura, en d^signant celte expression par Q^, 



TT^M 


TT 

2 0 )i 


COtTT 


20)1 



Cette derniire formule aurait pu 6tre d^duite tr6s ais^ment de la 
formule (Ha) en groupant ensemble les termes qui correspondent 
k une m6me valeur de n. On peut prendre la d6riv4e de la serie 
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i8a 

qui figure au second membre, terme par terme. SI done on pose 


= JEL. 




du 




2a)| 


OJi 


on aura 


I “It* I 7C* I 

pu= .--4--—- 1 - y R 

]'2 (0? 4 (»| • « ^ 

‘ ‘ sin^Tt 


20)1 


On parviendrait d’ailleurs a cette derni^re formule par im grou- 
pement convenable des termes dans le second membre de I’^qua- 
tion (II3)* 


105. Ces formulas se simpUfient; cela r^sulte de ce que la serie 

’ 


sin* TT 

0)1 


est convergente, parce que le rapport ^ esl imaginaire. 

Si, en effet, a el b sont des nombres r6els dont le dernier n’est 
pas nul, on a 


sin(a -h bi) : 




done, puisque les valeurs absolues des quantiles 


^ia ^~b 


e-ia ^b 


sont 






et que la valeur absolue d’une somme de deux termes est plus 
grande que la difT^rence des valeurs absolues de ces termes, 

|sin(a-f-6f) I est sup^rieure k — ^ — si b est positif, a ^ — 

si h est n^gatif ; on a done toujours 


I 8in(aH- I > 


1^2.3 


>l^l. 


Si done on d^signe par ^ la valeur absolue du coefficient de i 
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dans 

(*)l ’ 

on aura 

et, par consequent, la serie considdree est absolument conver- 
gente. 


. , / 1 C 03 

sin*7r — ~ 
0)1 


106. Ceci pose, conslderons la valeur de du» Puisque P,* est le 
produit des deux quantiles 


m OJ3 — u 

siniT 


IT*//* 1 


glU ), 0 ), Q 0 ), 

/ 1 0)3 ’ ’ 

0)1 


et que le produit infini 


IC *//* I 




n 




t2' 


est absolument convergent et n’a pas une valeur nulle, il faut que 
le produit inbni 

2 « 0)3 — U 


n 


“ TZn ^ nt^i 

2 0), 7- com — 




simr 


/1 0)3 

O), 


soil lul-meme convergent ( 


TW YI(') t 


yii 

8(o! ^ 
^ n 


0 ), 


n 


P/I. 


Si d’ailleurs, dans ce produit infini, on groiipe ensemble les 
termes pour lesquels n a des valeurs ^gales et de signes contraires 
et si Ton tient compte de I’identite 


2/10)3 — U . —2/10)3 — W . , W . . /10)3 

sinir smit == 8in*it sin'it — -y 

20), 20)t 20)i 0)i 
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on voit qu’ll prend la forme 



oil le caract^re de convergence absolue est manifeste, puisque la 
s^rie 


„ = i sm* 7 r 


yi ti >8 
«*>i 


est absolument convergente. 


On a done finalement 



ou I’on a pos^, pour abr^ger, 


(XO 


TQl = 



Le lecteur rapprochera nalurellement la formule qu’on vienl 
de trouver pour du de la formule d’Euler qui donne sino: sous 
forme de produit infini. 

On aura de m^me 


( Xj ) ^ M — 1 col 

' ' ^ OJj 2(i)i 2(Di 20) 


iS"' 


U 2/10)3 ^ nu )3 

COtTT H COlTU 

20)1 0)1 


(Xa) = y 

^ 0)1 4w? ^ . . a — 2/iO)8 

^ n SID^TT 

2 0)1 


Si, dans I’avant-derni^re formulcj on fail w = (Oi, on trouve 




en remarquanl que, pour deux indices n ^gaux et de signes con- 
traires, les termes sous le signe ^ alors ^gaux et de signes 
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contraires» Ceci montre que la quantity d^finie par la for- 
mule (X 4 ), est Lien la m^me que celle que Ton a d^finie plus haul 
par la formule (VI 4 ). 

107. On peul, dans les formules (X), ^changer co, et cos, ce 
qui reviendrait d’ailleurs a grouper, dans le produit infini ou les 
series qui ont servi de d(5finition primitive, les facteurs ou les 
Lermes pour lesquels m est le m 6 me; rii doit alors ^ire reniplac 6 
par 



Les formules (VI), relatives aux changements que produit dans 
les fonclions a'w, pu Taddilion de 2 ti)< ou 2^3 a I’argument, 
ont et^ obtenues dans le n^’ 98 par une voie d^tourn^e; il importe 
dc remarquer qu’elles se lisent en quelque sorte directemenl sur 
les formes (X) donnees a ces fonctions et sur celles qui s’en de- 
duisent en changeant en 0 ) 3 , en sorte qu’un groupement, d’ail- 
leurs bien naturel, des facteurs primaires de du met en Evidence 
ces propriet^s fondamentales. 

108. Si, dans la formule (X 2 ), on fail u = Wj, on irouve 




0)1 


TT 7rO>3 

cot 

V.O)i 2 0>| 


71 

20)1 


A, 


en posant, pour abrc^ger, 
A =2' 


7rO)-i V , 

' cot ^ (1 — 2n.) H- cot J j 

20 >i^ 2 Wj \ 


jU ( 20>i 20)1 ) 


la seconde valeur de A s’obtienl, en effet, en prenant la demi- 
somme de la premiere et de celle qu’on en d^duit en y changeant 
n en — n. 

On a d’ailleurs, comme on le voit en faisanl la somme des n 
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premiers termes dans la seconde expression, 

A= lim rcot^^(i-+- a/i)-— 

Or si, en d^signant par a elb des nombres rdels, on suppose 

irtos 

— — — a -4- oi» 
aioi 

on aura, h ^tant un entier positJf, 

Q-hb ^ Q~hai Qhb 

C"‘ *(« + **) = » ’ 

et il est manifesle que, lorsque h augmente ind^finiinent par va- 
leurs positives, le second membre tend vers — i ou vers 4- se- 
lon que b est positif ou n^gatif; on a done, suivant les cas, 

K • *7:t03 

A = rii i — cot 

2a>i 

et, par suite, comme on Tavait annonce (n®92), 

TC 

(Xc) TQiWa — ^ 

suivant que la partie r^elle de ~ est positive ou negative. 


109. Nous nous servirons de la formule (X 3 ) pour verifier di~ 
rectement I’identit^ d^montr^e d^ja au n® 104 

ptOi-4-ptu,-4r pa >3 = o, 

que I’on retrouvera encore plus lard par une autre voie. 

On trouve de suite 


p <*>1 H“ P (t) j H- p 0)3 



n siD*(2n-hl) 


7ra>3 

2 ( 0 i 


n C08*(2n 


C “I 

+I)^‘ ' 
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Les deux derniferes sommes prises ensemble donnent 
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n Sin*( 2 M-l-l) = COS*( 27 l 4 - 1 ) 

2U>1 ^ 2l0i 


=2 t 


4 


7 " sin*( 2 /i 4 - 1 )^^ 

lOj 


D’un autre c6te, ^crivons la formule (X4) sous la forme 


TT* r I I n 


si nous observons qu’on a, en s^parant les termes ou n est pair 
de ceux ou n est impair, 


I __ I 


sin^ n 


(Dl 


sin^^v 


0)1 


sin‘-*( 2 v 4 - i) 


“ 1 : 0)3 

0)1 


et que, a cause de I’identite 


sin* 2 v 


0)1 


! r I 1 

_ 0)i 0)1 _ 


% 

et de la convergence des series employees, on a 

y ^ — = 7 ‘ + y ^ + s —^1 ’ 

Jmi . _ TC 0)3 4 I • 9 ^ “^^3 I 

^ gjj,2v ? ^ COS‘V I 

L ^*>1 J 


sin*2v 


t:o)3 

0)1 


il vient, en rempla^ant dans I’expression de ^ ^ > mul- 

0)1 

tipliant par 4 et reunissant les deux series a termes identiques, 

n sinS/i n cos^n n sm* /1 4- 1 ) 


0)1 


done 


TT* r i I 


0)1 

4 


0)1 


7 : 0)8 

0)1 


sin*( 2 n 4 - 


I “I 

4 . 1 )^ * 
0)1 J 


En substituant cetle valeur de rji dans Texpression trouv^e plus 
haut pour + pwu -f- pwa, on voit de suite que cette somme 
est nulle. 
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IV, — Les cofonctions s'lU, c'su. 

HO. A la fonclion du^ il convient, pour la commodity des no- 
tations, d’adjoindre trois autres fonclions 0*2 w, d^u qui 

jouenl, par rapport a du^ le r61e que le cosinus joiie par rapport 
au sinus. 

Ed d^signant par a I’un quelconque des trois nonibres i, 2 , 3, 
nous poserons (*) 

V w w -I- Wa) e^a“a'(ci)a— 

(AJi) = 

^ ^ O-Wa < 3 'a)a 

Ces fonctioDS sont d^fmies de manit^re que toutes trois se r6- 
duisent h i pour u = o. Elies sont toutes trois des fonctions 
paires; les egalit^s 

U H- Wot) = e‘0a“a'(Wa — W), 

qui mettent ce fait en evidence, r^sultent immediatement des 


(*) Dans ses recherches fondamentales snr les fonctions elliptiques, M. Her- 
mite a d^sign^ des fonclions admettant les m^mes zeros que les trois cofonctions 
o'jjM, en affectant d’un indice double la fonction qu’il considere. Cette notation, 
qui offre, elle aussi, de grands avantages, a die appliquee par M. Klein ix la fonc- 
tion cru {Abhandlungen der koniglichen sdchsischen Gesellschaft der Wis- 
senschaften, t. XIII; i 885 ). Voyez aussi les Vorlesungen iiber die Theorie der 
elliptischen Modulfunctionen du m6me auteur. II convient de pr^venir le lecteur 
qui voudra lire les beaux travaux de M. Klein que les quantit( 5 s qu’il designe par w,, 
^i> celles que nous d^signons par aw,, 2(0^, 27),, 27,^. 

On passe des fonctions w, ^1, w dc M. Klein aux fonclions crw, 

o'^u, o'.w, M. Weierstrass k Taide des relations 


crw = 




^0,(0)’ 






CTjW = 




Invcrsement, dans nos notations, on a, en designant par p, soit 0, soit 1, 

®'l,i.(“) = e ^ r(u — Xw,— (lu,). 

Dans son excellent Ouvrage, Elliptische Funktionen und algebraische Zah- 
len, M. Weber conserve la notation cru et adopte des notations ^ double indice 
pour les trois cofonctions de M. Weierstrass elles-m^mes. Ses trois fonctions 


(T^u, <r„u, o',.u 

sont les trois fonctions o'^u, o'.u, o'.u prises dans le m^me ordre. 
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^galil^s 


a'(w -4- aWflt) = — e*^a{"+wa)cf'w, 


189 


en y remplagant u par u — Wa et en se rappelant que la fonction 
ill est impaire. 

Les d^riv^es logarithmiques de ces trois fonctions, que nous 
d^signerons par sont des fonctions impaires et s’annulent 

pour u = o. Elies peuvent ^tre d^finies par les formules 

(XIj) ?aw = + Wa)-“r^a (a = 1, 2, 3 ). 


Les derivees des fonctions changees de signe, ne sont 

autre chose que les fonctions 

Wa). 

On montrera lout a Theure que Wa) s’exprime rationnelle- 

ment an moyen de pit. 


111. Nous allons d’abord , par quelques exemples, monlrer 
Tutilit^ de ces notations. 

Envisageons, par exemple, I’expression trouvee poura;'(2w) au 

n°98. Elle pourra s’^crlre maintenant 

% 

(XI3) C '(‘2 W) = 2 GT'a^j Wa'2 WO'j «. 

De meme, I’expression obtenue dans le meme n® 98 pour pi u 
peut, en tenant comple des ^galites 


s’ecrire 


— o, ■’Q 1 ■+■ ■+■ “^3 — O, 


(XI3 bis) 


o') w (j iU __ ^2 It 


De meme encore, la relation (VIL), pour (o^, pourra s’e- 
crire maintenant 


(XL) 


pw — ea 


CS'2 u 


et nous pourrons, k Taide de cette relation, s^parer nettement les 
deux racines carries de pu — et, par suite, les racines carries 
des six differences des nombres e\^ e^, ^3, ce qiii nous sera bien- 
t6l tris utile. 
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Nous conviendrons de designer par 

v/p«— 

la fonctlon univoque de u 

a'M 

En faisant u = cop dans la formule 
(XI,) s/pw-.d?a = ^ 

on a done aussi 
(XI,) 

Au moyen des relations (IV), nous pouvons trouver maintc- 
nant autant de termes que nous voudrons dans le d^veloppement 
des fonctions en series emigres en u. En extrayanl la racine 
carree de pw — de maniere que la fonction o'aW donn^e par 

la formule 

ci^u-=- v/p w — 

soil ^gale a + i pour u = o, on aura facilement 

(XI7) r— 6el)M‘-i-...; 

mais on n’apergoil pas, par cette melhode, la loi de formation des 
coefficients. 

112 . Nous allons maintenant developper pour les trois co- 
fonclions des formules analogues a celles que nous avons dej^ 
obtenues pour la fonction du. Ces formules r^sultent imm6diate- 
mentdes definitions, des formules (VI<_4), (VII3), (VII4), (XI<) 
et (XT2). Pour simplifier Tecriture, nous ferons, une fois pour 
toutes, la convention suivanie : 

Les trois indices a, p, y designeront toujours les trois nombres 
entiers i, 2, 3 , pris dans un ordre quelconque, de sorte que I’un 
des trois indices a, p, y soit i, que Tautre soit 2 et que celui qui 
reste soit 3 . Quand, dans une formule, figureront deux seule- 
ment des trois indices a, p, y, on pourra donner k chacun de ces 
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deux indices Tune quelconque des valeurs i, 2 , 3, pourvu qu’on 
ne leur donne pas la m^me valeur. Enfin quand^ dans une for- 
mule, ne figurera qu’un seul des trois indices a, p, y, il sera en- 
tendu que cet indice pourra prendre I’une quelconque des trois 
valeurs i, 2 , 3. 

Ceci pos^, voici les formules annonc^es, ou les signes sup6- 
rieurs se correspondent ainsi que les signes inf^rieurs : 


(XIIO 


O, 

O'tOy 


I C {u-^ 2 0)a) = — C'tt, 

tfaC u -+- 2 0Ja) = — e2Y)a(w+0)(R) o'^w, 

0'a(M 4- 2 wp) = 4- e2yi^(w+-wp) 
o'( w 4 - 2 4- '2no)p4- 2rbiy) 

= ( iyir-¥nn-+-mn+-m+n~i-r 

c'a ( w 4- 2 m (1)^ 4- 2 /I u) 4- 2 ro) y- ) 

= lyir-^rm-hmn-i-in g2{/nr)a-+-mrjs+/’r,Y) (a-+-/nwa+//wp4-rei)y) 


O' ( w ± o)a) = rb 

:fu 


(XIl3) ^ 


j'a( u ± toa) = 4= e'Oa^Wa^iM) 




; e*T)«u — i tfu, 

tftOjt 


Cj'oi(i<±«)p)= — 


CJ* (.0 y 


/ J (?^ 4-2 0 J 3 t)=^ ^z^ 4 - 2 r<a, 

( XIJ 4 ) I ^a( 2 ^3t) ^ 

/ ^ rb tOjx) = 

(XII 5 ) ±^«7 

i ^ QaWa = p t*) Q( C* Y to g{ j 

«^«“Y _ —^o>r 

= — = - — -J • 

o'atop tfytOa ow^CTpWa 

Les formules (XII,) se ddduisenl de la d^finitiou des fonctions 
rfaU (XT,) en supposant « = w«, m = top et en se rappelant que 
^(awa) esl nul, que Wy est ^gal 4 — Wa — top. Parmi les for- 
mules (XIIj), la premiere r^sulte des formules (VI, ); la deuxi^me 
et la troisifeme s’obtiennent en rempla 9 ant dans les formules (XI,) 
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w par w 4“ a (*>« ou w -h a Wp et en r^duisant au moyen des for- 
mules (Vh); la quatn^me se d^duit de la formule (Via) enyrem- 
pla^ant u par aroa et en r^duisant au moyen de la for- 
mule (Xe) qui montre que chacune des quantit^s 

est ^gale a ^ * En changeant dans la quatri^me formule (XII2) 

^ en on oblient ais^ment la cinquieme. La premiere 

formule (XII3) ne differe pas de la definition des fonctions 
les premieres expressions de a'a(w 4 -wa), s’en 

deduisent en changeant u en 4 - tOa, m H- (op et r^duisant au 
moyen de la premiere formule (Xlla); en changeant ensuite u 
en — on obtient les expressions analogues pour tOa), 

— ti)p). La seconde expression de ^^(witzwp) se d^duit de 
la premiere en tenant compte de la seconde formule (XIL); en 
rempla^ant, dans cette seconde expression de — wp), ii par top, 

on obtient une equation qui ne differe que par les notations de la 
premiere formule (Xlle), laquelle permet de ramener la premiere 
des expressions de <^^{u zh k la seconde. Les aulres for- 
mules (XIL) s’obtiennent en remplagant u respectivement par top 
et (Ojt dans les expressions de + to^), 3 'a(w 4- top). 

H 3 . Remarquons encore que, si nous rempla^ons dans Tex- 
pression y obtenue dans le numero pr^c^dent pour sje^^ — ep, 

cj'ptOa par sa valeur tir^e de (XIL), on obtient la relation 

o' M r 

(xm.) 

Si I’on compa re cette formule a celle qu’on en d^duiten 4chan- 
geant les indices , on a de suite la relation 

y/eoi — ea 

(XIJIi) 

yep — ea 

D’ailleurs, a cause des formules 

7)0(4 l^p4-T)y = o, CDo( 4 (Op-H (Oy = o, 


on a 


TjptOy— Ijytop = 7)yU)a— TjaW; = »3aWp— 7)pU)a, 
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et chacune de ces quantiles est ^gale k 

Dans le cas oCi le coefficient de i dans ^ est positif, on a 

(XllJs) Tf)3a)2 — = yj 161)3 — 1^11^2 = ^ 

et, par consequent, 

— — ^3 j 

v/^i — ^3 = f/ea — Cl , 
v/62 — ei = is/ ex — ^2 . 

Dans des applications tr^s freqiientes, ^2, ^3 sont des nombres 
reels tels que I’on ait 

^2 > ^3 ; 

aussi convient-il d’ecrire les relations precedentes sous la forme 

i s/e-i—e^ = i sfci — , 

sje^ — ex = — f — es , 
v/^2 — e^ = i /ex — €2 . 

Si le coefficient de i dans ^ elait negalif, on devrait changer 
en — i. 


114 . Si maintenant, dans la formule (XI4), on change u en 
// -4- ^oLx on a 


p(w- 4 -a)a) — ea = 


< 3 ^a( ^ tO(x) , 
O'* (m -H tOa) 


or, en vertu des relations (XII3) et (XI4), le second membre 
peut s’ecrire 

o'pwa (^'yWa (fill — ^a) 

a'2tOaa'2(Da tfla “ P w — ' 

on a done 


(xni 5 ) 


p ( u -^ tt ) fy ^) = eoL -+’ 


(gp— ga)(gY~~^a) 
pu — eoL 


formule qui est d’un usage frequent dans les applications et qui 
pourrait se deduire aussi facilement du theoreme d’addition rela- 
tif k la fonction pu, 

T. et M, — I. 


i 3 
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115* Les relations (Xr 4 ) mettent en Evidence des relations 
alg^briques entre les fonctions o'w, < 3*4 m, en effel, en 

^liminant pu entre ces relations, on irouve 

( XI Vi ) o' J M - o'! M = ( ) s'* M ; 

parmi les relations de cette esp^ce, il y en a ^videmment deux 
d’ind^pendanles. 

Signalons, comme consequence de ces formules, la relation 
(XIVj) {ej — ep) a'Ja -+- (ea — «y) — €») w = o. 


116. Au moyen de ces monies relations (XI 4 ), la formule fon- 
damentale (VII,) peut s’ecrire 


ou 


<i{u a) <^{u — a) 


= pa — pu 


n 


3'* a 


g'git 
S'* u 


(XVi) 3'(W -h a) ar(w — a) = 


Si, dans cette derniere formule, on change a en a + coa et si I’on 
tient compte des formules (XII3) el (Xle), on trouve 

(XV,) a'a(w H- a)a'a(w — a) = sjws'ja — (ea— e^){e^~ 

de m^me, en cliangeant ii en u-h wp, puis echangeant les indices 
a et p, on trouve 

(XV5) cra(w-i- a) cra(« — «) = o'Sws'pa — (ea— ep)a'*aa'Ya. 


Au reste, I’idenlile entre les deux seconds membres des deux 
derni^res formules r^sulte ais^inent des relations entre les qualre 
fonctions relations qui permettraient d’ailleursde transformer 
de di verses mani^res les formules pr^c^dentes. 

Nous joindrons de suite a ces formules d’autres analogues qui 
donnent les expressions des produits a'(a-f-a)ai'(x(w — a), 
<^y(w - 4 - a) (w — a) relatifs k deux fonctions d d’indices diff^- 
rents. 

Observons d'abord que, de la formule (VIIj), on peut d^- 
duire d’autres identitis analogues oh figurent les cofonclions, en 
ajoutant, par exemple, aux quantiles a, fc, c quelqu’une des 
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quantiles co^, a> 2 , ( 03 ; nous nous contenterons d’^crire les deux 
suivantes : 

a'a(a + a)a' (w — a)(3'a(6 h- c)a'(^ — c) 

4-a'a(w-4-^)a' (m — <3'a(cH- a) (j'(c — a) 

-+- J'aCw-H c)c' (M — c)c'a(«H“ 6)a'(a — ^) = 0 , 

o'y(m -i- «) a'p(M— a}a'(x(b -i-c)a'(6 — c) 
a'Y(M H- — 5) (3'a(c H- a) c'(c — a) 

H- o'yCm -f- c ) (3'^(w’— c) cf'a(a -h6)a'(a — 6) = o, 


dont la premiere r^siille siraplement de la formule (VII 2 ) en aug- 
mentant loutes les quantiles w, a, c de ^ , et dont la seconde 

r^sulte de la premiere en y rempla^ant u par i/ + wp; apres avoir 
fait ces changements, on n’a plus qu’a rMuire au moyen des for- 
mules (Xlla). 

Si, maintenant, dans les relations qu’on vienl d’obtenir, on 
suppose c = o, 6 =r top, on Lrouve de suite, loujours au moyen 
des formules (XII3) et apr^s avoir divise par a’aWp <^t»>p, 


(XV4) -I- a) ^(i4 — a) = j'w o'p a c^y a — o'a a'a a cTpW o'y^j 

a'Jwo 

cs'y{u -f- a)a'p(w — a) = 


celte derniere relation, si Ton tient compte de la formule (XIg), 
s’ecrit definitivement 

(XVfi) a'Y(u.-f-a) a'p(a — a) = o'y w 3'p w o^y cr a'p a n- (ep — 5y)3'ao'awa'aa'a«* 

On obtient encore deux nouvelles formules, que nous nous dis- 
pensons d’^crire, en changeant dans (XV 4 ) et (XV 5 ) a en a. 

117. Nous aliens maintenant d^duirede la formule (XV 3 ) Tex- 
pression de p^et, en particulier, de p ^ qui nous sera bient 6 t 
utile. En y remplagant a par w, puis u par on lrouve 


c'aMx= -(ea-ep)a'*-a'?~; 
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en changeant a en il vient 


cTp a = tfS - - -f- (ea— ep) o'* - o'* - ; 

d’o{i, en ajoutant et en retranchant, 

m U 

o'a M H- CS'p M = 2 O^a - O'p - ) 
tfaW — (Tpurr 

Sans nous arr^ter a ce fait, que ces formules mettent en evidence 
les valeurs de u qui annulent do^ii — c'pw, changeons 

dans la premiere p en y et divisons membre k membre ; il viendra 


tfa u 4 - u 

c'a a -h c'y M 



ou 


g'a« 

du 

d^u 

<^U 


i 

i ?: 


dt y II 




1 

0^2 _ 

0^2 - 

ciu 

ciu 

2 

2 


ou encore, en vertu des formules (XI5), 

ii 

v/pw — ea-f- y/pw — __ -P 2 ”” 

/P« — ea -I- /pu—ey P^- By 

d’ou 

— = “ ey) y/pw — Ca 

— ey y/p w — 4- ep y/p w — ey ; 

en multipliant par v^pw — tenant compte de 

I’idenlit^ 


[y/pw — ep4-/pw — ey] [y/pa — — y/pw — Cy] =:ey — e^, 
on trouve, apr^s quelques reductions faciles et apr^s avoir divise 
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par — ey, 

(XVIi) = PM-+- v/pw — cp/pw — Cy 

-4- \/pu — ey [/pu — ea -h >Jpii — e^>jp\i — 

et, en particulier, en supposant u = 0 )^, 

( XVI2 ) p -h v/cfli — y^^ot — ey . 

II importe de remarquer que, dans ces formules, les radicaux ont 
le sens precis qui a 4te sp^cifi^ dans le n® 112. 

118. On obtient immediatement les expressions de 
Uj ddcompos^es en facteurs primaires, en parlant de leurs defini- 
tions (XI,) et en utilisant la formule (V,). On trouve ainsi 

(XVII,) JJ | | , 

S 

Cette formule met en evidence les zeros des trois fonctions d^ 

3*2 w, d^u, ^ 

En groupant les facteurs exactement comme on I’a fait pour du 
et en effectuant des reductions toutes pareilles a celles que Ton a 
rencontrees alors, on obtient successivement quelques identites 
interessantes. Soit d’abord a=i. On remplacera parlout, dans 

le second membre de I’equation precedente, 


u 

2U)i 



alors, en appliquant les formules (l 3 _ 4 ), on trouvera, pour le 
produil des facteurs ou n reste le m^me, 



Les deux facteurs mis entre crochets donnent naissance k des 
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produits infinis convergents dont ie premier peul, en groupant les 
termes oil n sl des valeurs ^gaies et de signes contraires, et en 
tenant compte de Pidentit^ 


s’^crire 


cos(a — b) co 8 (a 6 ) = cos*a — sin* 6 , 
«=* r sin*—"] 

cos^TT , h 


d’ailleurs la vale ur du second s’^crit immddiatement ; on a done 
finalement 


o^i M.e* = cos e 

atoj 


„ — 1 co 8 >ir — - 


On a de m^me, pour a = 2 et a = 3, 


^ . TZU 

«=* sin* 

n j 

, 'ir/itos 

n = i cos*-— 

U 0)1 -J 


ar,a.e*^ =e 


^2 


«=:oo 

VI . *n— 1 Ws r* , ^ TZU “1 

- 2j co 8-«7C-^— n = oo I Sin* I 

* “ TT , 

J-i I . 2 71 — I 0)3 I 

"=■ L 

/I — 00 

VI . • 0 )« r* , . TTW T 

ys---^y-r, ..n-- 1 

L 2 o)iJ 


En remplagant, dans les trois formules que nous venons d’^ta- 
blir, u par n + 2(i)| par exemple, en tenant compte des for- 
mules (XII2) et en comparant les nouvelles formules aux an- 
ciennes, on obtient les trois identit^s 


n = ao 

(XVII,) = ^ 2 


— /l- 

/I=fO 

^ii , no)8 

n=l 008*11 

**>1 . 

I 

4o), 1 

n=«o 

7t* 

20)1 Jad 

n=i 

, 2/1 — I 0)8* 

COS* 1C i 


2 0)] 

n = « 


7t* 

I 

20)] ^ 
11=1 

. , 2/1 — I 0)8* 

Sin* 1C 


2 0)] 
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qui permettent d’^crire comme il suit les trols formules obtenues 



En developpant les seconds membres de ces dernleres relations 
suivant les puissances de w, on obtiendra autant de termes que 
I’on voudra dans le developpement en series enlleres en w, des 
fonctions paires o'aW, sans apercevoir loutefois la loi de formation 
des coefficients. Si Ton tient compte des trois identites pr 6 c^- 
denles, on verra par exemple, sans peine, que le coefficient de 

e ^ 

est egal a de sorte que 

o'a w = 1 — i ea 

a 


On retombe ainsi, par une autre voie, sur le developpement (XI7) 
dej^ obtenu au n° HI. 


119. Nous reunirons ici quelques remarques relatives a I’ho- 
mogeneite, qui nous seront utiles plus tard. 

Imaginons que I’on forme d’abord les fonctions (3*, p et les 
conslantes Tjaj qui en dependent, au moyen des quantites to,, 
( 03 , puis que I’on forme les fonctions et constantes analogues au 
moyen des quantites 

(XVIIIi) a);=:Xa>i, tu'3 = Xwj,, to; = — w; — to',, 

et designons par yi*? quantites analogues k ria, e* relatives 

aux nouvelles fonctions. Gherchons comment les nouvelles fonc- 
tions et les nouvelles conslantes s’expriment au moyen des an- 


ciennes. 
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Les Equations d’homogin^lt^ (III) peuvent s’icrire 

I 5 '(mIWi, 0 )'j)= X or I U)J, 0)3^ , 

i; (It I to',, wi)= i 
p(Ml(o',,io',) = j^p (yjto,, to,). 

En faisanl u = ta\, u = w; et en se reportant aux definitions des 
quantiles 

on en conclul les relations 

Si mainlenant on se reporle a la formule qui defmit <3'a(wi WpWg), 
savoir , 

I tOj, (*>3) = I i*>i, | tOj, tOj ), 

on en conclut, a cause des relations prec^dentes et en particulier 
de la relation d’homogt^n^it^ pour la fonction o', 

M 

O' -h iO(x I Wi, ( 03 ^ = e ^(^ot 1 wi) ^ 3 ) I ^i> ^:i)> 
et, par suite, en comparant ala formule qui d^finil (S'® , W3), 
(XVni,) 3'a(« I w't. w'a) = 3'a (^j “i.*"*) J 

mais on a (XI«) 

^p(«*)al _ g^p(Xfa)a|Xu)i, Xu)8) ^ 

s/^a. — (3'(a)^| (o' , 0)^7 (Xwflt I Xa>i, Xtos) ' 

done 

(XVIII.) v'4-°^- >Vw..'» Tr ~x — 

C6 qui s’accorde d’ailleura avec lea resullats anterieurs. 

Ainsi les quantitds Tia, s/ca—e^ sont des fonctions homogenes 
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de ii)|, 0)3 et du degr^ — 1 ; le rapport de deux de ces quantiles 
ne depend que de 

120 . Nous terminerons ce paragraphe en disant quelques mots 
d’un cas particuUer, tr^s important d’ailleurs, de fagon a per- 
mettre au lecteur, au moins dans ce cas, de se repr^senter I’en- 
semble des rdsultats acquis d’une fa^on moins abstraite. 

Supposons lOt et ^ r^els et positifs. Si Ton suppose en outre 

que la variable soil r^elle, on voit que la fonclion (ju est r^elle. 
Cela resulte ais^ment de la premiere definition de c^u, en grou- 
pant ensemble les facteurs pour lesquels les valeurs de s sont 
conjugates, c’est-a-dire sont tgales a 

2n(x)3 et 2/Ma>i — a/kjOj ; 

d’ailleurs la chose apparait nettement sur la formule (X<); la for- 
mule (Xj) montre que rj, est alors rtel et positif. Les fonctions 
pu sont aussi des fonctions reelles; les invariants ^2 

sont reels ^ y est rtel et negatlF (X5) ; Cs = pio^ sont 

des quantites rtelles, puisque pu est une fonction paire; 62 est 
done aussi reelle; les formules (XVII) montrentque les fonctions 
^aU sont aussi des fonctions rtelles. 

Examinons maintenant le signe des fonctions ( 3 * dans la mtme 
hypothese. 

Quand u croit a parlir de ztro, < 3 'w augmente d’abord, puisque 
d'(o) = I ; celte fonction commence par ttre positive et reste po- 
sitive tant que u n’a pas atteint le premier ztro 20)4 de cs'w; ce 
ztro est simple : done, si u continue de grandir, c^u change de 
signe. Dans I’intervalle (o, awi), a'w est positive^ dans I’intervalle 
(2(1)4, 4 ^ 0 ’ ntgative, et ainsi de suite. Pour m = o, la 

fonction ^4 u est ^gale a un; elle reste , positive jusqu’a ce que u 
atteigne la valeur (1)4 , puis elle est negative dans I’intervalle 
(0)4, 3(1)4), etc. Les fonctions 0^2 Wj qui sont ^gales a i pour 
s= o, restent positives pour toutes les valeurs reelles de Uy 
puisque leurs z^ros sont imaginaires. 

Gonsid^rons de m6me les valeurs purement imaginaires u = iu^ 
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de rargument; la fonction -j- est r^elle, et Ton voit de m6me 
qu’elle est positive quand est compris dans I’intervalle ^o, » 

negative quand w' est compris dans J’intervalle 

Pour ces memes valeurs, les fonctions paires o'a w sont r^elles; si 
u! est positif et voisin de z6ro, les trois fonctions sont positives; 
o*! u et (3*2 w, n’ayant pas de z^ros qiii soient purement imaginaires, 
restent loujours positives ; an contraire, adniet comme z^ros 
purement imaginaires les multiples impairs de tOg, en sorte que 
cette fonction est positive quand u' est compris entre z^ro et , 

negative quand est compris entre -r 


~ et 3 j etc. 


121 . Si Ton se reporte aux formules (Xle) 


s/ei — Ci = 


(i)i 

O'tOi 


\/ei — ^2 


O'Wl ^ 


/eg — 


^2 3 

(f (a>3 


on voit par ce qui pr^c^de que y/ei — eg, sje^ — ^2 ^onl des quan- 
tiles redles et positives 5 au contraire, y/eg — eg est une imaginaire 
pure et fy/eg — eg est une quantile positive, puisque o'gWg est po- 
sitif ainsi que qui est egal a — fy^eg — eg (XIII4), 

est done un iiombre negatif. On dediiit de la d’abord que les 
quantites rdelles ej, eg, eg sont rang^es par ordre de grandeur 
decroissante; leur somme etant mille, la premiere est positive, la 
derniere negative. EniGn, des trois radicaux a valeurredle 

/ei — eg, \/ei — eiy eg, 

le$ deux premiers ont la signification arithmetique, tandis 
que le troisi^me est negatif (*). 


(*) C’est rinconv^nient du syst^me de notations que nous avons adopts et 
sur lequel nous nous sommes expliqu^s dans la Preface. M. Weierstrass, suivi en 
cela par M. Schwarz, au lieu des quantit^s ci>,, b>,, u),, avait introduit les quan- 
tit^s (i>, <«>', (<>* = fa> H- Cl)' ; on fait col'ncider les deux notations en supposant u> = ci),, 
w'rs u),, <1)*'=— (!>,, puis V = — ■’Hi* Im Formeln und Lehr- 

B&tze de M. Schwarz, v^e, — e, et \/e,— -e, repr^sentent les quantit^s que nous 
ddsignons par les m^mes symboles, chang^es de signe. 
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122 . Consid^rons maintenant la function pu. Si w est r^el et 
un pen plus grand que z^ro, pw a des valeurs positives tr^s 
grandes, puisque, dans les environs de w = o, la difference 
pu ^5 resle finie. Reporlons-nous aux formules (XI), 


M = — 2v/pw — ei /pw — 62 v/pw — ej; 


u 


on voit que, dans I’intervalle (o, coi), p' u est negalif; pu decroit 
done de +oo a ; si u continue de croitre, change de signe, 
et, dans Tintervalle 20)4), pu croit de a -f- oc ; ensuite, a 
cause de la periodicite, pu reprend les memes valeurs. Ainsi, pour 
des valeurs redles de m, la fonction pu reste superieure a eg, 
Cg, ce que, d'ailleurs, la formule (Xl4) met en evidence. 

Envisageons aussi les valeurs m' purement imaginaires de Tar- 
gument u\ la fonction paire pu est r^elle pour ces valeurs; pour 
de petites valeurs de w', elle a des valeurs negatives tres grandes. 
La d^rivee de p{iu^) par rapport a a' est d’ailleurs 

m' o'a iu* ^3 m' 


en d^signanl par p'(tV) ce que devient p' u quand on y remplace 

u par ill'; quand u' est compris entre o et y» fonctions 

. . . . (f(iu') 

di{iu')y sont positives, ainsi que — — ; par 

suite, — - f- -- est negative, done la d^rivee ip'(iu') de p{iu') par 
rapport a u' reste positive; done, quand ii^ croit de o ^ - 4 , p{iu ) 
croit de GO a ^3. Lorsque w' traverse la valeur y, dz{iu) s’an- 

nule et change de signe : done, lorsque u^ croit de ^ 2 -j- , ) 

d^croit de ^3 a — 00 . La fonction reprend ensuite p^riodiquement 
les m6mes valeurs. 

On a d’ailleurs (VIl4_5) 

[i p'(iV)]* = - 4[p(tV) - ei] [p(*V) - 6,] [p(«V) -- 63] 
et, par suite, lorsque u' est compris entre o et > 

ip'(iu') = ^p(»V)=av'[et-p(‘«')J 
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ao4 

en attribuant au radical le sens arithmdtique, puisque le premier 
membre doit 6lre positif, 

II r^sujite de cette analyse que Ton a 


oil 


i 





2 ) (r — ej) (y — es ) 

^ 







\J—{^y^—giy — g%) 


les radicaux etant pris avec le sens arithm^tiqne. 


On a done exprim^, dans ce cas particulier, (O3 au moyen 
de ^2j ^3 ; on a r^solu en quelque sorte, par rapport a toi, 0)3, les 
Equations (IV5); mais il reste ^videmment a r^soudre la question 
suivanle, qui se pose d’elle-m^me. 

fitant donn^es (^) les quantit^s reelles ^2> ^35 telles que 1’^- 
quation 

4y*“-^2r — ^?-3 = o 


ait ses racines reelles, designons ces racines, rang^es par ordre 
de grandeur d^croissante, par ^2, e^ \ determinons les quan- 
tiles a)|, (1)3 par les formules precedentes; aura-t-on effectivement 

^, = 6 o 2 74 * «-,= i 4 o 2 7 ? 

S S 

C^est la en effet ce qui a lieu. Quoiqu’il ne soil pas difficile de 
le demontrer, nous renvoyons cette demonstration a plus lard, 
afin de pouvoir rdunir ce qui concerne les differents cas. 

Observons enfin, en restant toujours dans le ni^me cas, et re- 
lativement a la function pw, que, k cause de la relation (VII<), 
qui montre que I’on a, a et 6 etant reds, 

p(a — o«) — p(a-h bi) = — v., tt* > 

6 t)ar2(aH-60 


la quantite p(a -f- hi) ne pent etre reelle que si le facteur 
est nul; ceci ne pent avoir lieu que si b est un multiple de et, 
s’il en est ainsi, p(a-t- bi) est en effet une quantite reelle. 


(0 Jusqu'ici, o), et to, ^taient les quantiles donnas. 
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V. — Transformation lin^aire des fonctions . — Substitution 
aux p^riodes primitives de p6riodes ^quivalentes. 

123. On a vu dej^, siir de nombreux exemples, le parti que 
I’on pent lirer de I’application k la fonction du de ce th^or^me : 
dansun produit infini, absolument convergent, on pent intervertir 
I’ordre des facteurs et grouper ces facteurs comme Ton veut; 
c’est U le grand avantage des notations de M. Weierstrass sur 
celles d’Eisenstein. D’autres consequences essentielles de cette 
proposition vont apparaitre dans ce qui suit; elles se rapportent 
aux elements de la theorie de la transformation. 

Nous avons montre comment on pouvait construire une fonc- 
tion o'w au mojen d’un couple de deux nombres a rapport ima- 
ginaire 2(1)^, 20)3 et engendrer, au moyen de cette fonction, une 
fonction doublement periodique admettant 20)^, 20)3 pour pe- 
riodes primitives; nous allons montrer (n” 125) comment il existe 
une infinite de nombres 2fli< , 2Q3, lies simplement a 20)4, 2(03, au 
moyen desquels on peut engendrer les memes fonctions eft/, 
Ku, pu. 

Mais voici d’abord quelques remarques et definitions qui vont 
nous servir a caracteriser ces nombres 2n<, 2^3. 

Soit, en general, F(w) une fonction univoque doublement pe- 
viodique et admettant 20)4, 2(03 pour couple primitif de periodes. 
Posons 

( XIXj ) Q] = ClWi-H 6(1)5, £^5 = CtOj-f- fl?U)3, 

en designant par a, 6, c, d des entiers tels que le determinant 
z= ad — be ne soit pas nul. On observera d’abord que, dans le 

rapport le coefficient de i est different de zero et qu’il a le 

m^me signe que dans le rapport ou le signe contraire, suivant 
que ad — be est positif ou negatif. Si Ton suppose, en effet, 

~ = a -H 3 1 , ~ = A -f- B i, 

U)i ^ ’ Ql 

a, p. A, B etant reds, on a 


{ad — 6c) p 
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ao6 

II est clair que tout nombre de la forme -f- avos, oh [x, v 
sont des enliers, est une p^rlode de la fonction F(«), et il est 
clair aussi qu’un nombre, s’il peut 6tre mis sous cette forme, 

ne peut P^tre que d’une seule fagon (puisque le rapport ~ est 
imaginaire), et cela m6me si Ton suppose seulement [x et v r6els. 

124 . En rdsolvant par rapport a tos les Equations qui d^- 
finissenl Oi, na? on obtient 

d b — c a 

les quantiles , C03 ne pourront done dtre mises sous la 
forme [XQi-f-voa, p et v ^tant entiers, que si les coefficients 

4’ sont entiers, et s’il en est, par consequent, de 

m^me du determinant de ces coefficients, e’est-a-dire de 

ad — be _ I ^ 
iS* cO" 

il faut pour cela que cO soil egal ^ ±: i . 

Inversement, s’il en est ainsi, il est evident que les quantiles 
2 0)1, 2(1)3 et, par suite, toute periode de la fonction F(?/), pour- 
ronl etre mises sous la forme 2[xft^^- 27^3, jx et v etant enliers. 
En d’autres termes, si Ton continue k designer par m, n, a, v des 
nombres seulement assujeltis ^ etre entiers, on peut affirmerqiie, 
si (D est egal a ±1, a chaque nombre 2 [xqi -f- 27^3 correspond 
un nombre 2miOi + 271(1)3, ot un seul, qui lui est egal, a savoir 
celui pour lequel on a 

/n = a|x-}-cv, /I = ^|JL H- c?v, 

et que, a chaque nombre 2 /?i co, -f- 277(1)3, correspond un nombre 
2[xni 4“ 2VQ3, et un seul, savoir celui pour lequel on a 

(D {JL = wa? — nc, (Ov = — mb -i- na, 

Lorsque (0 est egal a it i , nous dirons que le couple (204, 2 03), 
defini par les formules precedentes, est Equivalent au couple 
(2Ci)<, 2(1)3). Les deux couples sont proprement ou improprement 
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Equivalents selon que CD est Egal k + 1 ou ^ — * (*)• Nous ne 
considErerons plus lard que des couples proprement Equivalents, 
afin que le coefficient de i ait le mEme signe dans ^ et mais, 
tout d’abord, cette restriction n’est pas nEcessaire. 

II convient de remarquer que, si le determinant 

a b 
c d 

est egal a zh i , deux nombres a, 6, c, rf, pris dans une mEme 
ligne ou une meme colonne, ne peuvent etre pairs simultanE- 
ment. 

II resulte de ce qui prEcede que si le couple 2^1, 2Q3 est equi- 
valent (proprement ou improprement) au couple 2(o^, 20)3 et si 
Ton forme un rEseau de parallElogrammes au moyen de 2Q<, 2^3, 
comme on en a formE un au moyen de 2o)|, 2033, les sommets des 
deux rEseaux co'incideront; nous laissons au lecteur le soin de 
montrer que les aires des deux premiers parallElogrammes des 
deux rEseaux sont Egales, 

125 . Eu supposant toujours les couples (2 , 2 ^3) et (20)^ , 2(1)3) 

proprement ou improprement ^uivalents, nous allons maintenant 
montrer que les fonclions formees au moyen du couple 

(2n,, 2^3), sont identiques aux fonctions p w, formees au 

moyen du couple 20)3) : en d’autres tcrmes, on a 

^ (2) I ai, fts) = I W3), 

(XIX) • (3) 

( (4) P(a I n,, na) = p(w I Wj, W3) ; 

les deux derniEres EgalitEs sont d’ailleurs des consEquences Evi- 
dentes de la premiEre. 

On vient de voir qu’on pouvait etablir entre chaque systEme 
de nombres entiers m, n et chaque systEme de nombres entiers 
[JL, V une correspondance telle que, si Ton pose 

S = 2 mii)i -+- 2/10)3, S = 2 [Xni H- 2 VQs, 

(>) Le lecteur reconnaltra sans peine que deux couples Equivalents k un troi- 
sieme sont Equivalents entre eux. 



ao 8 


CALCUL BlFFfi&ElfTIEL. 


les nombres 5, s soient ^gaux quand les syst^mes (m, n) d’lme 
part, ([JL, v) de I’autre, se correspondent et que, r^ciproquement, 
cette ^galitd n’ait lieu que dans ce cas. D’ailleurs les syst^mes 
[X = o, V = 0 et m = 0, == o se correspondent ; par consequent, 

les deux produits infinis 

(') 

et 


ne difierent que par I’ordre des facteurs; on a done bien 

a'(w I 0 ) 1 , (1)3) = 1^1,23)* 

Le meme raisonnement (d’ailleurs inutile) s’applique aux se- 
ries qui representent les fonctions pu. 

126 . Les deux series entieres en u (IVi), qui representent 

C03), fils) doivent done ^tre identiques terme a 

terme; e’est d’ailleurs ce qui r^sulte de I’expression des coeffi- 
cients; on a, par exemple (IV5), 

I I r 

s s 

et il est manifeste que la substitution des nombres s aux nombres s 
ne change pas la somme des series qui figurent aux seconds 
membres; I’ordre des termes seul est modifie. C’est ce qui jus- 
tifie la denomination ^invariants donnee aux nombres ^2? ^3- 

127 . Voyons maintenant quelle modification apporte aux fonc- 
tions a*! M, 0*2 w, 0*3 w, ^1 w, ^2^, la substitution du couple de 
p^riodes 2^1, 2^3 au couple de periodes 2w,, 2W3. 

En definissant d’abord, paranalogie, un nombre ^2 par I’egalite 

Ql -i“ iis -H 03 = 0, 

et posant ensuite 

Hi = Jfti = $(ao)i-+- 60)3) = 

= ([Os = ?;(— «0)1 — ^ 0 ) 3 — cu)i— fl?0)8) = -~a 7 )i — ^t) 3 — cr)i — 

H 3 := ^( 2 $ ~ ^(C 0 )i-+-C? 0 ) 3 ) == Cl3i*4- 







.(XXi) 
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on oblieadra de nouveau 

(XXi) Hi-+- Hi-f- Hj = O 

et 

Hi Ob— HsOi= — ^>C) (7)10)8 — TrjaO),) = ± (T)iO>8— 7)80)i), 


ou il faudra prendre le signe + ou le signe — suivant que le 
couple 2^1, 2^3 est proprement ou improprement Equivalent au 
couple primitlf 2(0i, 2103. Quoi qu’il en soil, 03 — HsOi est 

done, comme (n®^2) vji (03 — Tj3(0i, un multiple impair de 

II rEsulte d’ailleurs du n® 108 que — “yiaWi est Egal a 

4- — ou a — — suivant que le coefficient de i dans — est posilif 
22' 0)1^ 

ou negatif. Nous avons vu, d’autre part (n® 123 ), que le signe du 
coefficient de i est le meme ou est opposE dans les deux rapports ^ 
et suivant que le couple 2^1, 2^3 est proprement ou impro- 
prement Equivalent au couple 2Ci)|, 2(1)3. Done, dans les deux cas, 
on a 

% 

(XX3) HiQa — Il3ni=it— ) 

OU il faut prendre le signe -j- ou le signe — , suivant que le coef- 
ficient de i dans le rapport ^ est positif ou nEgatif. 


128 . En dEsignant toujours par s Tune quelconque des valeurs 
2|i.ni4- 27 ^ 3 , ou jJL et V sont deux entiers quelconques, on voit 
que le nombre 

s — ni = (2{xa-i-2vc)u)i-f-(2(i.^4-2vfl?)a)3 — a 0)1 — 60)3 

est congru modulis 2(1)1, 2(1)3 a quelqu’un des nombres 5 — (Oj, 
s — (1)2, s — (1)3; on sera dans le premier cas si a est impair et b 
pair, dans le second si a et fc sont impairs, dans le troisiEme si a 
est pair et b impair. 

Supposons, pour fixer le langage, qu’on soit dans le premier 
cas. Si I’on se reporte k la formule (Vi), on aura, en y remplagant 
T. et M. — I. i4 
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a par 




w* 


o'^w -f- Wi) -«>5i+-rPWi 

— e » = 

O^U)l 


Si, dans le second membre, on remplace s par s et o)| par on 
voit de suite, par un raisonnement identique a celni du n® 124, 
que, ^ cheque syst^me d’entiers /n, n, on peut faire correspondre 
un systeme d’entiers p, v, de maniere que les nombres s — 
g — soient 6gaux si les deux syst^mes se correspondent el 
que, r^ciproquement, cette egalit^ n’ait lieu que dans ce cas; le 
second produit infini a done la meme valeur que le premier et 
I’on a • 

-f- (Oi I coi, CO3) Wi.Ws) 

tflwi I OJI, tua) 

_ -f- Qi I Qi, Qg) -*»H,-4-jp(Qi I ni.as) 

“ c'(nilai, Sia) 

Mais on a 

p(w| a>i,a)3) = p(u|ni, tta), 

el, dans le cas qui nous occupe, ou a est impair el b pair, on a 
evidemment 

P(ni I Wj, tDa) = p((Oi J 10,, 11)3) = ei. 

Si done on se reporte a la definition de la fonclion d,, u 110), 
on Yoit que, dans ce cas, Ton a 


D’ailleurs, comme ad — be est egal a ± i, rf est, dans le cas qui 
nous occupe, necessairement impair. 

Si c est pair, on a 

P(Q2 I fll, fls) = I Wl) ^8) = ^2, 

p(ftsl Qi, Q3) = P(t *>3 Wj) = 63; 

done, en rcmpla^ant a par 0)2 dans la formule (V^) et raisonnant 
comme tout k Fheure, on aura 

o^j(a| Oi, 03)= <3's(w|c*)i,u)s), 

a' 8 (M|Ql, 03 )= 0'8(w|<Dj,lO|). 
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Si, au contraire, c est impair, on a 

p(ns I Qi, Oa) = p(a)3 1 Wi, toj) = € 3 , 
p(a3 1 Cii, Qa) = p(t*>2 1 0)1, 0)s) = Cj, 

et Ton parvient aux relations 

crj(M I ni, fta) = crs(w 1 toi, 0)3), 

G^ 3 (w I Wi, 03 ) = < 3 ' 2 (w I 0 ) 1 , 0 ) 3 ). 

La m^me d^monslration s’applique a tons les cas, et I’on re- 
connait que la substitution des p^riodes 20,, 2^3 aux p^riodes 
2 0)1, 20)3, ou laisse les fonctions 0*1 w, <^3U invariables on ne 
fait que les remplacer par les m^mes fonctions rangees dans un 
autre ordre qui ne depend que de la parity des nombres a, b, c, rf, 
a savoir dans I’ordre ou il faut placer les quantiles , 62, 63 pour 
obtenir les quantiles pfti, D’une fagon plus explicite, 

voici le r^sultat auquel conduit I’examen de ces divers cas. 

Soient 

(XX4) = po)2=Cj, po)3 = e„ 

( pQi = El = ex, pn2 = Ea = Cny pQs = E3 = ev. 

% 

On aura 

f cri(w| Qi, SI3) = O^X (w| 0 ) 1 , 0 ) 3 ), 

(XXb) I a's(w I fli, Sis) = I 0 ) 1 , 0 ) 3 ), 

( a'8(wlni,Q3) = <3'vfw|0),,0)3), 

ou 1 , |JL, V sont les nombres entiers i, 2, 3 ranges dans un ordre 
que determine le Tableau suivant : 


(XXe) 



a 

6 

c 

d 


02 

Qs 

X 


V 

I** 

I 

0 

0 

1 

0>1 

0), 

0)3 

1 

2 

3 

2 ® 

1 

0 

1 

I 

0)1 

0)3 

0)2 

I 

3 

2 

3 ° 

I 

I 

0 

I 

0>2 

0)1 

0>8 

2 

I 

3 

4 ° 

1 

I 

1 

0 

0>, 

0)8 

0)1 

2 

3 

1 

5 ® 

0 

I 

1 

0 

0)j 

0)j 

0)1 

3 

2 

1 

6 ® 

0 

1 


1 

0>8 

0)1 

0), 

3 

> 

2 
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Au-*dessous de a, b, c, d, dans chaque ligne horizontale, sont 
les restes de la division de ces nombres par 2. Sur la m6me ligne, 
an-dessous de Q|, 029 ^3) celles des quantiles cOf , 0)2, 0)3, qui 
sont congrues respectivement k Q|, ^2, £23 modulis 2(0^ , 20)3. Sur 
la m6me ligne encore, au-dessous de X, p, v, sont les valeurs par 
lesquelles doivent 6tre remplac^s ces indices, tant dans 
dyU que dans e\, e^,; enfin, pour la commodity de ce qui suit, 

chaque ligne horizontale porte un num^ro d'ordre qui perniettra 
de designer le cas correspondant. 

II est k peine utile d’ajouter que la substitution du nouveau 
couple de p^riodes au couple primitif ne fait que changer les 
fonctions w, ^2^? ^3^^ dans le m^tne ordre que les fonctions 
di w, (3*2 d^u. 


129 . Posons(XIe) 

! 1 Oi, Os) 

puisque les quantiles , E2, E3 ne sont aiilres que les quantiles , 
^2, ^3 rangees dans un certain ordre, il est clair que les six diffe- 
rences Ep — Ea ne sont autres que les six differences — e® 
rangees dans un ordre convenable, que I’on determinera sans 
peine, dans chaque cas particulier, a I’aide du Tableau precedent; 
mais il importe de remarquer que si Ton a, par exemple, 

Ep = 6 ^', Ea = 

on ne pent en aucune fagon affirmer que I’on a 

y/Ep— Ea = v/ep,— ea', 

en adoptaut pour chacun des radicaux la signification precise 
qu’exige la formule (Xle); on sait seulement que I’on doit avoir 

y/Ep— E^ = zh \l ep. — 

la determination du signe qu’il faut adopter depend de la valeur 
des restes de la division des nombres a, 6, c, d par 4 * Nous allons 
montrer, dans un cas particulier, comment se fait cette determi- 
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nation, et nous r^unirons lous les r^sultats dans un Tableau ; le 
lecteur n’aura aucune peine k verifier ces r^sultats. Pour ^viter 
toute ambiguity, nous conserverons la notation y/Ep— Ea quand 
m^me nous saurons, dans chaque cas particulier, auxquelles des 
racines ea, ^3 sont respectivement ^gales les quantit^s Ep, 
parce que, autrement, on serait amene a ^crire deux fois le m^me 
symbole, uii radical carr^ portant sur une difference de deux 
des quantites ea, 63, avec deux sens diff events. 

Enfin, dans cenumero, nous supposerons que le coefficient de i 

^ est pobitif, et que ad — be est ^gal a 1 ; le lecteur traitera 

sans peine les autres cas. D^s lots, le coefficient de i dans ~ sera 
aussi positif, en sorte que les formules (XIII4) s’appliquent aussi 
bienaux quantites y/Ea— Ep qu’aux quantiles sje^ — ep; en d’autres 
termes, on a 

v/e 3 — E2= iVK 2-~E3, 

v/e 3— E, =- iYEl—E3, 

/e 2 — El = i v/fit — E2 , 

% 

et il suffira d’avoir les resultats pour les trois radicaux y/s^ — E3, 

y/E< — E3, y/E< — Ea. 

Nous designerons, pour abreger, par 6', d ^ d^ les quotients 
entiers de la division par 2 des nombres a, c, d pris de fa^on 
que le resle soil toujours o ou 1 ; par exemple, dans le cas 2® du 
Tableau (X = i , [x = 3, v = 2), on aura 

a = 2a' -hi, 6 = 26', 

C = 2c'-hl, C?= 2 C?'-hI, 

et I’egalite 

ao? — 6c = I 

montre que I’on a 

b'd) -h 2a' -h ad' — 26' = 0; 

par consequent, o! d ' — V est pair, done aussi a'+ d'-h 6'. 
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A chacun des cas du Tableau correspond un r^sultat de m6me 
nature; tous ces r^sultats sont compris dans le Tableau suivant 
oil, en face du numdro d’ordre de chaque cas, on a plac^ la con- 
gruence correspondante prise suivant le module 2 


I* 

a! d' = 0 , 

2* 

0 ! d' 0 , 

3* 

cl' -4- c' •+• d' 0 , 

4* 

b' c*^“4- d' I 0 , 

5* 

= 0 , 

6« 

cl' 6^-4- c^-4- I g= 0 . 


Hemarquons encore que, en vertu des formules (XII2), on a, 
quels que soient les entiers p et y, les relations 

(g - 4 - 2/?a)i4- 2 ^ 0 ) 3 ) __ 0^1 u 

( 3 '(g -h ^ ^ o'w ’ 

o^a(g~f-2/?(DiH-2^a)8) _ , ^ 

( 3 '(g H- 2^0)3) ^ a'g ^ 

a^ 3 (^-+- 2 /?a)i- 4 - 2 ya) 8 ) _ , 

a'(wH-2/>wiH-2 5^a>3) ^ a'g 

Ceci posd, revenons au cas que nous traitons comme 
exemple; on a alors, en convenanl de ne pas ^crire les demi-p^- 
riodes quand elles sont (1)3, 


a'i(a| UijQs) = o', w, 
c^t{u 1 Qi, Q3) = a'sM, 
cr3(g I fit,, Q 3 ) = a'jM. 


On aura done 


v/ei — E 3 


o^8(t^i I Q11 Qa) _ q^a(2a^a)i -4- 26't08-4" (Di) 

a'(fli(Oi, Qa) <3'(2a'(Di-4- a6'a>8-4- u)i) 


= (- 1 )“'+*' ^=i- ir - e, ; 
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xxo 


puis 


V'ej — Ks 


tf8(Q»|Qi,Qs) 

o' (Qi I Qi, Qa) 


[~ 2(q'H-c^--H)a)i — 2(6^-h rf^)(i)a—a)a] 
a'[— 2(a'-4- c'+ 1) wi ~ 2(6'+ e3?') wa — 0)3] 

= (— yjez—ei = i (— i)^' \/ei — 63 , 


la derni^re ^galit^ provenant des formulas (XIII4); enfin 


V/ej — E2 = 


I fit, Q3) 

0'(ftl I fti, Q3) 


o' J ( 2 - 4 - %h' tOj) 

a'(2a'toi-f- 26'a)3+ loj ) 


= (~i)“V^i— ^3- 


Les cinq autres cas se traiteront de la meme fagon, et tous les 
r^sultals se Irouvent r^sum^s dans le Tableau suivant : la pre- 
miere colonne conlienl les num^ros d’ordre des six cas; la se- 
conde, la troisieme et la qualrieme colonne contiennent les va- 
leurs de y/sa — E3, \Je\ — E3, — Ea. 




% 


\/e 2 — E 3 

/Ej— E, 

\/ei — Ej 


rt+r— 1 

a-{ 

fl+6— 1 

jO 

(— 1 ) s /e,— ej 

(— 1 ) » /ei — e, 

(— 1 ) « /«! — ei 


C— 1 

rf-1 


2° 

i(— i)’ /«!— ej 

(— 1 ) * /ci— ej 

T 

** 

1 



(t-¥\ 


3" 

(— 1 ) 2 /«!— «J 

(— 1 ) « V^ej— ej 

i'(— 0 * V^ei — e, 


C-+-1 

fc-Hl 

a-4-1 

4* 

‘(— i) ’ /ei— ej 

i(— i) * /e,— ei 

(— 1 ) * v^ej— ej 


b-^d—\ 


rt+6— 1 

5’ 

»■(— 0 * V^e,— Cl 

i(— i) ’ V^et — e, 

*(— 0 * /ej— e, 


rf+1 

C-f-l 


6® 

M 

1 

4 

1:1, 

I 

t(— >)* V^ci— «» 

t‘(— i) ‘ \fei—e% 
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VI. — Transformation d’ordre queloonque des fonctions or. — Sub- 
stitution auz p^iodes primitives de p^riodes nouvelles li^es 
lindairement aux anciennes. 

130 . Nous avons montr^ ce que devenaient les fonctions cf w, 
w, rfaW, quand, au lieu de les former au moyen des demi- 
p^riodes tOj, (1)3, on les formait au moyen des demi-p^riodes 
acui -h 6^3, C(i)| + rf(03, oil a, 6, c, d sont des entiers li^s par la 
relation 

ad — be — \. 


II est naturel de chercher, d’une fagon plus g^n^rale, quel lien 
existe entre les fonctions 


o'(mIo),, wa), a'a(w|a)i, 0 ) 3 ) (a = i, 2 , 3), 
d’une part, et les fonctions 

o'aCMlQijUa) (a=:i, 2 , 3), 
d’autre part, lorsqu’on suppose 

n, = ao), + 6 coa, Ua = ctu, t/coa j 


ou a, 6, c, d sont des nombres entiers assujettis seulement a cette 
condition que le determinant 


ne soit pas nuL 


ad — = (D 


Le probieme pent d’ailleurs etre notablement simplifie. Nous 
prouverons en effet, dans le numero suivant, que, si Ton suppose 
(i>o o>3, Q|, Q3 lies par les relations qui precedent, il existe, d’une 
part, un systeme (a)^, (o,) proprement equivalent a (o>j, 0)3), de 
I’autre, un systeme (o', Qj) proprement equivalent k (QijQg), 
tels que Ton ait 


X, p. etant des nombres entiers assujettis seulement e ces deux 
conditions : 1® leur produit est egal k (S>; 2® leur plus grand com- 
mun diviseur est le meme que celui des nombres a, 6, c, d. 

Des lors on voit que le probieme pose sera resolu si I’on sail 
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S', X, (JL aux relations (c), d’une part, et, de Tautre, aux relations 

( ay'-i- c8'=: fiy, dy'-^ == (jlS, 

qui s’obtiennent en ^liminant (o', (o'g, Oj entre les relations 
(a), (a'), (cl), ce qui fournit les Equations 

a'(aa)i-f- 6(1)3) -H p'(ctoi-4- dto^) = X(ati)i-4- ^0)3), 
y' (a Wi ^ d(»)i) -h 8'(c(x)i -h dw^) = ^(yioi-^ 80)3), 

et en ^crivant ensuite que les coefficients de co^, (O3 sont respecli- 
vement ^gaux dans les deux membres. 

Des Equations (e), on d^duit d’ailleurs imm^diatement 

(aS — Py) — 6c) (a' S' — P'y^)> 

ce qui montre, en tenant compte des relations (c), que Ton doit 
avoir 

(/) = (^• 

Ceci pos^, supposons d’abord que a, c soient premiers entre 
eux et choisissons deux entiers arbitraires x, y tels que I’on ait " 

ax cy — \\ 

on tirera de U et de la premiere des Equations (e) 

a{oL'^ Xaa7)-f- c(p'— Xaj) = o, 

d’ofi I’on ddduit sans peine qu’on doit avoir 

(g) a'= Xaa7-+- 6c, p'rsXaj — 6a, 

h ^tant un entier arbitraire; ces formules fournissent d’ailleiirs la 
solution la plus g^n^rale de la premiere Equation (e) quand on y 
regarde a', comme les seules inconnues. Si, dans la troisiSme 
Equation (e), on regarde de m^me y', 8' comme les inconnues, la 
solution la plus g^n^rale de ces Equations sera fournie par les 
formules 

{g) y':=^^yX’^kc, 8^^\Lyy^ka, 


k itant un entier arbitraire. 
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Si Ton subslitue, dans la deuxi^me et la quatri^me des Equa- 
tions (e), les valeurs de a', P', y', S' donnEes par les quatre for- 
i^ules (^), on trouvera, aprEs des rEductions faciles, en tenant 

'jmpte de (/), 

\ 0 = — A:X -f- -4- c?/). 

D’un autre c6tE, si Ton forme, au moyen des formules (g)j 
Texpression a'S' — P'y', on trouve de suite qu’elle est Egale k 

({i/ty — XA:a) (ax -f- c/), 
ce qui montre que I’on doit avoir 
(k) {jl/z-y — XA:a = T. 

Inversement, si Ton pent trouver des nombres entiers X, [x, a, 
y, hj k lels que I’on ait 

X(x = (D, |xAy — = I , 

le problEme sera rEsolu; car, une fois ces entiers trouvEs, si I’on 
dEtermine p, 8 par les equations (A) et a', P', y', 8' par les for- 
mules (^), il rEsulte de I’analyse prEcEdente que les relations (a) 
et {d) entraineront les relations (a'). 

On voit, a cause de (A), que \ [x dolvent Etre choisis premiers 
entre eux; on dEcomposera done (E) en iin produit de deux fac- 
teurs \ [X premiers entre eux; on choisira ensuite des entiers A, k 
de fagon que les entiers [xA et XAsoient premiers entre eux; enfin 
on choisira a, y de maniEre a satisfaire a I’Equation 

(x^ Y — ^ Aa = I. 

On pent prendre en parti ciilier X = arf — Ac, jx = i . 

132. Supposons maintenant que a et c ne soient pas premiers 
entre eux, mais que a, A, c, d aient pour plus grand commun di- 
viseur I’unitE. 

On commencera par substituer E (o^, <1)3 des nombres propre- 
ment Equivalents dEfinis par les Equations 


tOi = 


(1)3 = 
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y, r, s 6tant des entiers qui v^rifient la relation 
ps — qr i. 

On aura alors 

Qi = Os = Coa)i®’-+- 

en posant 

ao = a/? H- br, bQ = aq bs^ 

Co = cp -h dr^ do — cq ds. 

Or il est ais^ de voir qu’on pent choisir les nombres /?, r premiers 
entre eiix de fa^on que ao, Cq soient premiers enlre eux. II faut 
^videmment, pourcela, prendre r premier au plus grand commun 
diviseur de a et de c, puis p premier d’une part k r, de Tautre 
au plus grand commun diviseur de b et de d. Si /?, r satisfonl a ces 
conditions, il est clair que Co ne peuvent avoir comme divi- 
seur commun un facteur premier divisant soil />, soit r, soit le 
plus grand commun diviseur de b el d, soit le plus grand com- 
mun diviseur de a et c. Nous imposerons encore une autre condi- 
tion k r. 

D^composons (E) en deux facteurs premiers entre eux AetB; 
A comprendra tous les facteurs premiers de (D, pris avec leurs 
exposants, qui divisent le plus grand commun diviseur de a et c; 
B sera form^ des autres facteurs premiers. Nous prendrons pour r 
un multiple de B, ce qui n’est 6videmment pas contradictoire avec 
les autres conditions auxquelles r reslenl soumis. Mais, en dli- 
minant/7 entre les Equations qui d^finissent ^o, Cq, on obtient 

ABr = aco — cao, 

ce qui montre qu’un diviseur premier de ay, Cq devrait diviser A, B 
ou r. Cela est impossible, puisqu’il ne pent diviser ni r, ni B qui 
est un diviseur de r, ni A qui est compost des m^mes facteurs 
premiers que le plus grand commun diviseur enlre a, c, 

Les nombres premiers entre eux /?, r ^tant ainsi choisis, on 
choisira y, s parmi les entiers qui v^rifient T^quation 

ps — rq^i, 

et Ton aura trouv 4 le couple 0)3®^) salisfaisantaux conditions 
impos^es. D6s lors, puisque a©, sont premiers entre eux, on 
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pouira, comme il a iti expliqu^ plus haul, trouver des nombres 
(Op (O3 proprement Equivalents k et, par suite, k coi, (Oj, 

et des nombres n', ft', proprement Equivalents i ftf, fts tels que 
les relations (a) entrainent les suivantes 

ftg— 

\ [ji Etant des en tiers assujettis seulement k Eire premiers entre 
eux et a avoir pour produit ad — be. 


133 . Si enfm fe, c, d ont un plus grand commun diviseur m, 
on Ecrira les relations [a) sous la forme 


a b c d 

mws, ft3=— /TltOlH /?IW3, 

m m ' m m 


et I’on esl assurE, par ce qui prEcEde, de I’existence d’un systEme 
(mcop proprement Equivalent a mtos) et d’un sys- 

lEme (ft'p ftg) proprement Equivalent a (ft<, 03), tels que les rela- 
tions prEcEdentes entrainent celles-ci : 


= Xmu)',, ftj = |xma>3, 


\ [ji Etant des entiers seulement assujettis a 
eux et k avoir pour produit D’ailleurs, si les systEmes 


(m(Op mtog) et (mto'p mto') sont proprement Equivalents, il esl 
clair qu’il en est de mEme des systEmes ((Op (O3) et (co'p to'). 
Puisque le plus grand commun diviseur de Xm, pm est m et que 
le produit de ces deux nombres est ad — bcj le thEorEme EnoncE 
au dEbut est entierement dEmontrE. 


134 . Nous allons chercher maintenant a exprimer les fonctions 
o', p formEes avec les pEriodes ? 2 lOg au moyen des fonctions 
<3*, p formEes avec les pEriodes 2(o<, 2(03 ; ai est un entier positif. 

Partons de Texpression de coa^ dEcomposee en fac- 

leurs primaires (II^ ) 




1 ^ 
"is* 
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oik Ton suppose 

to)| 

S = afx~ -h 2Vu)a, 
n 

et ou [X, V doivent prendre toutes les valeurs entieres positives, 
nulle ou negatives, k I’exclufeion de la combinaison p. = o, v = o. 

Nous allons grouper ensemble tous les facteurs primaires pour 
lesquels les nombres [x sont congrus siiivant le module n] enmul- 
tipliant ensuite tous les produits relatifs k n nombres choisis arbi- 
trairement, mais tels que la diff'^reiice de deux quelconques d’entrc 
eux ne soil pas divisible par n, il est clair que nous aurons em- 

ploj^^ tous les facteurs primaires de cette 

fonction sera egale au produit consid^re. 

Soit d’abord — r un nombre entier quelconque non divisible 
par n \ les nombres [x congrus a — r suivant le module n sont dc 
la forme 

ou jx' est un nombre entier quelconque; les valeurs correspon- 
dantes de s sont de la forme 

(Oi 

8 = 5— 2 r— , 
n 

en supposant 

s — -+■ 2Vt03, 

et Ton aura tous les nombres s consid^res en supposant que jx', v 
prennent toutes les valeurs emigres sans exception. Le produit 
de tous les facteurs primaires correspondants sera 



el la formula (V,), dont I’lisage est legitime puisque 2/- ^ n’esl 
pas I’un des nombres s, raontre que ce produit est ^gal k 
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les fonctions (S', p ^tant form^es au moyen du couple de p6- 
riodes 2(0^, 2(1)3. 

Quant aux facteurs primaires pour lesquels p est divisible par 
/i, en comprenant le facleur u parmi eux, on voit de suite que 
leiir produit est ^gal on a done, en ddsignant par , r2, . . 

rn-i^ n ““ I nombres entiers tels qu’aucun d’eux ne soil divisible 
parn, non plus que la difference de deux quelconques d’entre eux 



(r = ri, rj, rn-i). 


135 . En vertu de la periodicite, p change pas quand 

on augmente r d’un multiple entler de /i; par consequent 



(r) 


ne change pas quand on substitue aux nombres r d’autres entiers 
satisfaisant aux m^mes conditions; si done on pose 



on aura 

(XXIi) {rz=ri, rt, ra-t). 

(/•) 

De m^me, a cause de la formule (VI3), I’expression 



ne change pas quand on augmente r d’un multiple entier de n ; 
done I’expression 



ne change pas quand on substitue aux nombres r d’aulres entiers 
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satisfaisant aux mfemcs conditioDs; sil’on prend pour ces nombres 




-+■ 2 , 


n — 1 


2 


ou 


n 

2 


4- I, 


n 



4 - 2 , 


n 

2 



suivant que n est impair ou pair, on volt, en se rappelant que 
est une fonction impaire et que Ton a = yii , que la quantity pr^- 
c^denle est loujours nulle ; on peut done Retire 

— Cf' H ^ 

(XXI.) " ^“11 hrC 

On deduit de U, en prenant les d^riv^es logarithmiques, 



( XXI, ) ^ I ^ . 0),) = ? « + 2 (“ + - V ’ ) " 2 ^ 

(r) (r) 

puis, en prenant la d^riv^e par rapport ^ m et changeant les 
signes ('), 

i ^(“1^’ - 2 P 1 

(XXI,) . \ 1 « / \ " / 

( (r = r,,/-2, ...,/'„_i). 

136. Nous poserons, conform^ment aus notations (XX,_ 2 ), 


El -H Eg *+- £3 = 0. 


W, \ 

m-m V 


Wi \ 

0), \ 

Uj — 

( 

— J a>3 
/I / 

w, \ 


E. - J>| 

1 to. 



( * ) Les formules (XXI) ont dii ^tre donates par M. Weierstrass dans ses Le90os 
de 1870-1871. Voir Timportant M^moire de M. Kiepert : Ueber Theilung und 
Transformation der elliptischen Functionen {Mathematische Annalen^ t. XXVI, 
p. 369). La formule (XXI^) y est obtenue en prenant pour point de depart la 

consideration des piiles de la fonction I’^galite enlre les deux 

membres est une consequence facile du theoreme de Liouville; les formules 
(XXI,), (XXI,) sont ensuite obtenues par des integrations successives. On verra 
plus tard que la formule (XXI,) est une consequence immediate du tbeordme 
de M. Hermite sur la decomposition en elements simples. 
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Le calcul des quantiles , H3 se fait sans difficult^. On a (XXI3 ) 


Oil, en vertu des relations (XII5), 




inais la somme 




est nulle, comme on le voit par tin raisonnement semblable a 
celiii qiii a ^te fait plus haut : on a done 


(XXI5) 


H3 = /2r^3 - 4 - 2 0)3?! . 


D’ailleurs, puisque 11 est positif, les quantiles H| 0)3 — **3 “ 

Til 103 — 7)3 a)|, qul sont toutes deux ^gales a ^ sont de m^me 

signe : elles sont done ^gales.^De leur egalite et de la formule 
precedente on deduit 


(XXI5) 




137 . On pent deduire de la formule fondamentale, par le chan- 
genient de en u-\-^yU — W3 — “>^ + (03, des expressions 

analogues pour les functions (^=*7 2, 3 ). Nous 

donnerons un peu plus loin un exemple de ce calcul; mais il est 
plus commode de deduire ces r^sultats des expressions de ces 
fonclions decomposees en facteurs primaires (XVII4), en em- 
ployant la m^me marche que plus haut. 

Partons done de la formule 




---f’l-ri 
® ‘111 


U 1 «* 


T. et M. — I. 
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aa6 

oil Ton suppose 

s = H- ava>8, 


|ji, V devant prendre tous les syst^mes de valeurs enti^res. Soieni 
^0? 5 ^ entiers tels que la difference de deuxquel- 

conques d’entre eux ne soil pas divisible par n\ pour faire coin- 
cider ces notations avec les precedentes, il suffin'\ de supposer 
divisible par n. Groupons ensemble, dans le produit infini, les 
facleurs primaires tels que les nombres [x soient congrus a — r 
suivant le module les valeurs de s auxquelles ils correspondent 
sont donn^es par la formule 

, a>i artoi 

8 = 2fJL 101-4- 2va>a— ar — > 

^ n n 

en sorle que, pour Fun de ces facteurs primaires, s — ~ peut 
s’ecrire 

5--(2r-4-i) — • 

^ n 


Le nombre n’est jamais congru ^ z6ro suivant le sys- 

t^me de modules aw,, 20)3; quant aux nombres u', v, ils doivenl 
prendre tous les syst^mes de valeurs entieres; d’apres la for- 
mule (Vi), le produit de tous ces facteurs primaires sera done 
6 ga\ a 

2 r-}-i \ 

Cr ( W -4- tOi I y/2r-hl \ «* /2r-l-I \ 


' a r -+- 1 \ 

Par consequent (03^ sera egal au produit 


n 

(r) 


/2r-4-i \ 


i(Oi^ 

— T — > (r = ro, ru . . r„-i), 


multipli^ par une puissance de e dont Fexposant sera 

Etw* \ w* ^ /2r-4-i \ 


(/’) (r) 

(r = ro.rj, 
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D’ailleurs Texpression (XXI4) de p | cos^ montre que Ton a 

= 0 ) 1 ^ — 2 P 1 , (/’= To, n, 

I’exposant de e se reduit done a 

(/') 

Quant ^ la quanlite d^montrera qu’elle est 

(r) 

egale a soil directemenl, comme plus haut, pour une 

somme analogue, soil en faisant 11 = ^ dans Texpression de 
(03^, qui devicnt alors ^‘gale a u, on aTji-f- P^. Fina- 
lement v»n a done 


(XXI7) erWup, W3 


2 — + Cflu-] W| 


. n 


r-h I \ 

— “'j 


r — ( Toi /'i , . • » j r n^i ). 


Mais on a aussi 


/ 2r-\~ i 

C 5 ^ ( W H 0)1 

V n 


2 r -h 1 — n > 

U — }- tOi — t- 0)i 

n ‘y 


2 r-h i — n 


f 'zr ~±- 1 

V ^ 


- 0>1 tOj 


2r I — n \ 

Uf 0)l ) 

^ i 

f 2 r -^ \ — n \ 


a cause de la formule (XII3), et par consequent on peut encore 


(XXI,) to,) = 


= . (n " TT_A L. 


^ / 2 r-h I — n \ 

— “‘J 


13 j 8 . Si de meme on remplace dans la formule (XVIIQ a par 2 , 



aaS 
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(Oj par ~ ^ce qui change 5 en s = + 2v<i>3^, puis, simulla- 

n^ment, w par — w et s par — s, on reconnait que le produit des fac- 
teurs primaires qui correspondent aux nombres [a = — r(mod. /?), 
c’est- 8 i-dire aux indices s pour lesquels on a 


toi ar-hi 

8 i — (1)3=5 — Ci>i — 0)3, 

n n 


= e-inaw ■ 


est ^gal au produit de 

/ 2r-i-\ \ I ar-l-i — n \ 

a'f WH — eui-f-eoaj O'f lOi — cdj 1 

O'f — 0)1 — 0 ) 2 ) 

/ ar-H I — n \ 

( 2 r i — n \ 

^ — “■) 

par une puissance de e dont I’exposant est 

— — 0)1 -h 0)3 j H- ~ p ( — — u)i ■+• 0)3 I . 

On a d’ailleurs 

(/•) 

/ 2 /'- 4 - I— n \ 

(/•) 

(r = ro,ri, ...,r«-i), 

et Ton trouve, toujours par le mfime mode de raisonneinent, 
2 ^V( n ’ 


-iji = o : 


en efifet, le premier membre ne depend manifestement pas du sys- 
time de nombres incongras (^modulo n) choisis pour /"o, r^^ . . ., 
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et I’on v^riGe de suite que les deux sommes soul nulles, 
comme se composant de termes ^gaux et de sigues contraires 
quand on prend pour ces nombres o, i, 2, . . /i — 1 . 

On a done Gnalement 


(XXIs) 






/ ar + i — n \ 
c'sf Wi 1 

I (r) " TT _ 1 _ — i 


TT \ 

n 

AA ^ / 

^ 2r H- » — n \ 

(Cl 

0)1 j 

1 n / 


{r = /’o, ri, 


Enfin on trouve de m^me 


(XXI,) 




(“ 


to, 

— > tOj 

n 


)"' ” n- 


(/•) 


( r — f'ii • • • 1 f' n~i )• 




139 . Les formules qul precedent peiivent etre transform^es de 
diverses mani^res; mais, pour ces transformations, il convient de 
distinguer le cas o{i n est pair de celui ou il est impair. 

II sufGl d’ailleurs de considerer le cas ou n est impair (^) et 
celui ou n = 2. En effet, si Ton ^it exprimer les fonctions form^es 
avec les p^riodes 20)3 au moyen des fonctions fornixes avec 
les p^riodes 2 to,, 20)3 dans ces deux cas, on le saura toujours. 


140 . Soil d’abord /? = 2. Nous supposerons, pour ce qui re- 
garde les fonctions o’, p, que I’on prenne r, = i ; on aura d’ail- 
leurs 2p, =: e, ; done 


(xxno 


o' ( u 


2 



e 


e|//» 


-4- toj) 
a'w. 


= e* o'^ wy/p w — 


Cjll* 

e * oTwa'i w 


(XXIIj) = + 

(XXIIj) P j = pM + p(u-(- to,) — e, = pu + 


(e»— gi)(g»— e\) 
pu — e, 


(*) Il suffirait m6me manifestement de ne considerer que le cas oii n eslprc- 
tnier impair, mais les formules qui suivent imm^diatement ne seraient en ricn 
simplifi^es si nous faisions cette restriction. 
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b3o 

Ges deux derni^res formules donnent le mojen de calculer h,, 
B$, E|, Es et Ton trouve successivement 


(xxiio 


11 

B 

^ Wl 

toi 

, \ 


— 

— > 

W 3 

== ’Qi"* 

a 

2 

/ 

2 

h,=!:( 

r 

a>8 

(0, 
— } 
a 

to,^ 

1 = 2rj3-4- 610)3; 


(XXII,) 


E,= pa), - I - p ( u ) s - l - to,) — ei = 

E|=P— P-;^ 


, (e,— Cl) («s— Cl). 
— — . ^ 



d’oii, en se reportant a I’expression (XIV 3 ) de p 


lOi 
— ) 
2 


(XXII,) 


Ej = -{- 2 ““ ^ — ^3 • 


Enfin, puisque -h E 2 -f- doil ^tre mil, on aura 
(XXIIs) E2= ei — 2[/ej^e2 /ej — es, 

formule qu’il serait d’ailleurs aise d’obtenlr directement. 
La fonctiony = pu verifie I’^qiiation difTdrentielle 


la fonction 



4(jK--^i)(r — <^ 3 ); 


... . (ef—et)(e3--ei) 

y -I , 

y — ei 


doit done verifier Tequation difTeJrentielle 

(^)*= 4 (il — E ,)( j !- E ,)(«- Ea ), 

resullat que le lecteur pourra elablir directement. 


141. Dans les formules relatives aux fonctions ^ 2 , nous 
supposerons ro= o, = i . On aura alors 
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En tenant compte de I’^galit^ (XV^) pour ^ et a = i, 

o', o'? w erf (e,~ e,) (ei— • 63)0'*^ o'* — ’ 

des relations entre les carres des fonctions rfa, et la fonc- 
tion puy enfin de la valeur irouv^e pour p^(XVl2), on trouve 
sans peine les formules 


o'! 


(“ 


\ I 

-^1 0)3 j = e » I (^f a — (ci — 


O'* 


et)(ei—ei ) — 


O'? 


(O, 


u 


(XXIHt) 


p 

‘ ■ [*'“ 


(g, — ga) (gj — ea) 
o>i 


J'* 


rrr (~ (tff 


v/gi — es /gi — 63 o'* w) 
^ v/«i — Clio'S W — v/gi — gaC'l M 
v/e,— gj — gj 


De meme 


= g 2 (pw — g, — / €\ —Ci /ei — 63) cT* M. 

'■(“ T- 


Cette expression peut se transformer de diverses manieres; par 
exemple, en remarquant que I’^galil^ (XV3), dans laquelle on a 
permute u et a, devienl, pour ct — — eta = 2, P = i,y= 3 , 

0 'i^M+ = O'! ^ S'? K H- (Ci — ej) 0 '*« 0 '| 


on trouve 
o'* 


/I \ ^*T 1 

(Vilf PY“®* 1 

— e * I w + — — — (ci““ I* 

L PT-*‘ J 
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Apris des reductions faciles et ea faisant usage successivement 
des egaliies (XVIj), (XIV), (XI4), on trouve encore 

ja't(«|^>o>s) = e’ (o'? M -+- — e, y/e, — ejO'^w) 

^ \/ei — en(i\u -h s/et — etislu 

= 6 * ■ ' !- — ' 

v/ei— 63 -+- /ei— ej 

p,y/» _________ 

= e ^ cf^u(pu — ex-^ \l ei — e^s! Ci — . 


(XXJIlj) 


Enfin on aura 


(XXIII3) 


<3^3UM)W8)=e = e 2 cTaWO'stt 




= e 2 0*2 M sjpu — e*i v/p w — ^3 . 


Dans ces diverses forniules les radicaux ont le sens precis qui a 
adopts au n® HI et elles ne supposent rien sur le signe de la 
partie imaginaire du rapport des p^riodes. 


142. On pourrait obtenlr de la meme fagon les formules rela- 
tives aux fonctions 1 ^(i{u | to, , mais on les de- 

duit des pr^c^dentes, en remarquant que Ton a 


^ t) = ^ (“It 

«'i(«i“i. y) ^ 
3's(«l“l> y) =®'»(“|t 
^^(ulw,, =o',(m|^ 


, to, 


, to, 


, to. 


> to, 


). 

)■ 

). 

)• 


en sorle qu’on obtiendra les formules cherchees en ediangeant les 
indices 1 et 3 et laissant I’indice 2 invariable; ilfaut toutefois, si 
Ton veut n’^crire jamais que les radicaux ^^e^ — ^ 2 , 

tenir compte, apr^s avoir fait cet echange, des formules 
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(XlJIa), (Xfl); on obtient ainsi 

( (i) \ 

a|o>i, (^u cfiU = e ^ o'* w /p w — C 3 , 

(XXiVj) C I ~ ^3 W •+" C w -+- ^3 w, 

(XXIV3) p(m| 0)1, = P £ 4 -f- p (a H- 0)3) -- es = p M - 4 - ^ ~ > 

h'i = 2; ^0)1 1 0)1, 


(XXIV4) ' 


= 27 ) 1 - 4 - 630 ) 1 , 
630)3 

= ’isH-— ; 

= — 263, 


(XXI Vs) 


, V /W3 I t»)s\ 

”’=HTr‘’Tj 

k'i = p^wj 1 0)1, 

E'2 = p ^0)1-4- 0)1, =63—2/61—63 v/62— 63, 

/0)8 ‘0)3 \ 

(t --t) 


E3 = p 


0)3 3 0)3 y ■ ' "" ' — ' " '■■ 

= P -7 •+■ P -T ^3 = 63 ■+• 2 /6i — 63 v/62 — 6a 


^3 


et 


/ fjj \ tjinl 

(XXVi) a'H w I 0)1, j = 6 2 a'i«cr2a = 6 2 t^iu\/pu — ei ^pu — €2, 

w|o)i,^)=6 2 (o'® _j_ /ej __ e 3 v/62 — 63 Cr 2 M) 

(XXV2) { ^ v/61— 630^1 t/ — v/g2—g3q^?^ 

/61— 63 — V^62— 63 



= e« a'*«(p« — 63+ v/ei— es/ej— 63), 

( \ 

tt| t»i, y) = e~(o'|M — /ei— 63 v^ej— e 3 a's«) 

(XXV 3 ) I _ \/e|— eag'jK-Hv'e,— ela'fM 

— — ^3 

ggt^* 

= 6 2 ar2a(pM — 63— /61— 63 /62 — 63). 

143. Supposons mainlenant n impair. 

Les formules qui donnent les expressions de 

W3), (a = i, a, 3 ) 
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peuvenl alors dtre comprises dans une formula unique. En effet, 
les n nombres 2r + 1 — /i, (r= To, Ti, qui figurent 

dans deux d’entre elles, sont tous des nombres pairs et la diffe- 
rence de deux quelconques d’enlre eux n’esl pas divisible par n; 
il en resulte que les n nombres 2r i — n peuvent Atre regard^s 
comme formant un syst^me complet de nombres incongrus {mo- 
dulo /i), absolument comme les nombres r; inversement les ele- 
ments d’un tel syst^me peuvent toujours etre mis sous la forme 
precedente, en sorte que rien n’empeche d’^crire les trois for- 
mules (XXIt.o) sous la forme unique 



(r=: To, t'u rn-i\ (a = i, 2 , 3). 


On peut encore supposer 7 'o;=o, les nombres /•2? • • •? 
etant alors incongrus entre eux el incongrus a zero {modulo n)\ 
alors les quatre formules relatives ^ 




(“ 


n ’ 


0 > 3 ^, 



W, 

TT’S 


prennent la forme tr^s sym^trique 


(XXVI,) 


, , V ’ll +"’**■ o' 

n 




(r) ^ 

0^1 


(r) CT, 

(r = r,, rj, (a = i, 2 , 3). 


(t».) ’ 


Dans ces formules figurent — i nombres pairs 2r qui sont 
assujettis k la seule condition qu’aucun d’eux n’est divisible par /i, 
non plus que la difference de deux quelconques d’entre eux. On 
pourrait, en d^truisant a la v^rit^ un peu la sym^trie, introduire 
aussi bien /i — i nombres impairs 2r — i assujettis exactement 
aux m 4 mes conditions; il suffira pour cela de remplacer, dans Ics 
formules pr^c^dentes, par — + ^4 et d’appliquer les 
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formules (XIIs) relatives k raddition d’ane demi-p^riode; on 
Irouvera sans peine, en observant que les n — i nombres 2r — i 
sont tons des nombres impairs el que la difference de deux quel- 
cbnques d’enlre eux n’est pas divisible par n, de mfimc que les 
n — I nombres 2 r — /i, 

/ CO, \ + + 

\ ’ 

„.) “ij 


(XXVIO 




cf (u — ^ 0 ) 1 ) 

" TX \ ^ / 

*■“11 /.r-i V '' 

(— "■) 


e 




(jiU 


(r) 


n 


2 »- ~ 1 / 2 r — I \ 

/ V — Wj j 


r) ^2 




On pourra prendre, par ej^emple, pour les n — i nombres 
2 r — 1 la suite 

•— n -f- ' 2 , — /I -h 4 1 • • • ) — 3 ^ ^ j ^ > • • • j ^ 4 » ^ ^ • 

144. Si dans les formules (XXVIi) on prend pour les nombres 
•j>.r la suite 

— Tl -f- I , — TX -+- 3 , . • • ) 2 J 2 j 4 ? ’ • • > ^ ^ 5 

elles deviennent 

0^(12-+- —a)i)a'(w- ~o)i) 

W3] = — r > 


(XXVI3) ' 


o-jt/tt COJ^ = ■J'awjj 

(/*) 




“-?)• 

II n’est pas m6me nbcessaire de sp^cialiser autant les valeurs de r. 
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Choisissons, enefiet, ^ - Bombres Tj, r2, • • • , telsqu’aucun 

d’eux ne soit divisible par n, non plus que la difference ou la 
somme de deux d^entre eux; cela est toujours possible, puisque les 
nombres 1,2, . . . , - salisfont k ces conditions; il est clair que, 
parmi les n — i nombres 


•••! 1 ) ^ 1 ) ^ 2 ) •••» ^ 1 , 

2 2 


aucun ne sera divisible par /?, non plus que la difference de deux 
quelconques d’entre eux, En prenant ces n — i nombres pour 
/'< , ^2, . . ., on arrive evidemment aux m^mes formules que 
precedemment ; seulement r, au lieu de prendre les valeurs 1, 
2, . . . , - — doit prendre les valeurs ri, ^2, . . . , 

•2 

Ceci pose, les formules precedentes montrent clairement que 
les fonctions (Oa^, s’expriment, sauf le 

facteur exponenliel e"***‘, en function eniiere de d^u. On a, 
par exemple, en tenant compte des relations (VII<, 


(XXVI,) J 




^ (“ 1 7 «n ( ¥ “*)] 

n[ 


= w 


T".)J 


( 

i(T"0 

(t«.) 




De m^me, en tenant compte de la relation (XV2) pour 
a = ^(0| et de la relation (XI,), on trouve 




(XXVI#) 


= e'‘’*’io'«MrT alu- 


-(««— ep)(e«— gf)- 




= a'jjj w o'/*-! w j'pw — ea — ~ 


,..1 

1 
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Dans ces diverses formules, r doit prendre les valeurs 1,2 ,..,, 

ou, siTonveut, les valeurs r 4 ,r 2 , d^finiesplushaut. 

% 

On pourralt transformer, d’une fa^on analogue, les formules ou 
figurent des multiples impairs lious ne nous y arrfiterons 

pas. 


14S. Enfin, comme rien dans ce qui pr6c6de ne distingne les 
p^riodes w,, tOg, on peut, en ^changeant les indices i et 3 etlais- 
sant invariable I’indice 2 , 6crire 



Dans ces formules, r doit pjendre /i — i valeurs r,, /’ 2 , 

dont aucune ne soit divisible par n non plus que la diffe- 
rence de deux quelconques d’entre elles. 

II est facile d’etablir les relations 


I H, = nr^i-+- 2 0)1 P3, 
1*3 — Tl3 + — ' 3- 

Quant a P3, il est d6fini par I’^galit^ 
(XXVII,) 

U’) 

On peut ecrire aussi 



r 1 

s '* (m I a>i, J j = J| |^5'« «y ) “ J 


(XXVII*) 



!i3S 
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Dans ces formtiles, r doit prendre - valeurs dont aucune ne 

soil divisible par n non plus que la somme ou la difF^rence de 
deux quelconques d’entre elles. 

Si I’on porle rattention sur la formule 


o' 


(“ 


— , bii'j =e"’P>a"'Mjq j^p« — 
(/•) 


on voit que la solution da probl^me pos^ ne depend plus que de 
la recherche de la quantile 


Pi = p 





et des fonctions svm^triques des quantiles dont Pj est la somme, 
fonctions sjm^triques qiii enlrent dans le produit qui figure dans 
le second membre. C’est Ja un probl^me d’Algebre, sur lequel 
nous aurons a revenir plus tard, et dont la solution, lorsque n esl 
premier, depend d’une Equation de degr^ n-h 


146, Les pages qul pr^c^denl meltent en Evidence Plmportance 
de reparation qui consiste k subslituer au couple de demi-p^- 
riodes 0 ) 3 ) le couple (ati>< -h + Swa). Nous aurons 

besoin plus lard de connaitre quelques notations et propositions 
concernant la th^orie de ces substitutions ; nous les rasseniblerons, 
a la fin de ce Chapitre, dans les numdros qui suivent, afin de ne 
pas 4 tre obliges, quand nous aurons k les invoquer, d’inlerrompre 
la suite naturelle des raisonnements. 

D^signons par deux quantit^s quelconques; ce seront, si 
I’on veut, des ind^lermin^es, ou bien, comme dans les n°* 123 et 
suivants, des nombres ^rapport imaginaire. Nous appellerons sub- 
stitution,{ * ) Top^ration qui consiste a remplacer ces quantiles 
par deux autres qui en soient des fonctions lin^aires a coefficients 
d^termin^s et de determinant non nul; si, parexemple, nous rem- 
pla^ons y respectivement par ax H- ^y^ yx -h nous desi- 


(') Le mot substitution a une signification l)eaucoup plus g^n^rale que nous 
n’aroDS pas k d^velopper ici. 
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gnerons cetle opdralion par le symbole 

cn- 

Nous emploierons souvent une seule lettre pour designer la 
m6me operation ; si nous dcrivons, par exemple, 



nous entendrons simplement que I’op^ration S est la m^me que 
Top^ration 



Si nous effecluons cette operation surx^y et si nous effectuons 
ensuite sur les quantit^s ax 4- ^y, ^x + Zy, I’op^ration 



cela reviendra a remplacer ax 4-^^, -^^y par 

a'(a^ •+ ^y)-^ "+■ = (a'a 4- -H (a'p 4- ^'5)/, 

f (arr-4 ^7) = (fa 4- §'f)a7 4- (f P -i- 5'o)j, 

et I’on aura finalement reniplac^ x, y par les seconds membres 
des equations pr^c^dentes, c’est-a-dire qu’on aura effectu^ sur 
Xj y I’op^ration 

/ a'a-hP'Y a'p-t-P'8 \ 


La double operation qui consiste a effectuer sur x, y I’op^ra- 
lion S, puis sur les quantiles qui remplacent alors x, y I’op^ra- 
tion S', s’^crit 


/a' P' \ /a p \ ^ / a'a 4- P'y \ 

\ T' \Y 5/ y'P“^^'W’ 


les operations s’effectuant dans le sens indique par leurs symboles 
en allant de la droite vers la gauche. Le determinant de la substi- 
tution S'S est egal au produit des determinants des substitutions 
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3 i 4 o 

S et S'. II est essenliel de remarquer que les deux symboles S'S 
el SS' d^siguent en g6n6ral des operations differentes. 

Si S" est un troisieme symbole de substitution 



on designera par le symbole 

S'^S'S 

[’operation qui consiste k effectuer sur Xj y I’operation S, puis sur 
les quantites ainsi obtenues I’operation S', puis sur les resultats 
I’operation S", ce qui donne finalement 

a^[(a'a -+- (a'P -4- P'S)/] 4- 4- §'y)^ 4- (fP 4- S'S)/], 

f[((x'a -+■ P'Y)^4-(a'P-4- P'S)/] -+- S'" [(y'a -t- S'y)^? 4-(y'P h- S'S)/]. 

Cela revient encore k effectuer sur y une certaine substitution 
lineaire dont il est bien ais^ de calculer les coefficients. 

Les substitutions S'S, S"S'S sont dites composees avec les sub- 
stitutions S, S' ou S, S', S". II est clair que la notion de composi- 
tion peut s'etendre de proche en proche a un nombre quelconque 
de substitutions. 

Si S' et S representent la meme operation, c’est-a-dire si, en 
conservant les notations anterieures, on suppose 

P'=P, y'=T» ^'=5 

(ce que Ton 6crit plus rapidement 8'= S), on convientd’^crire S^ 
k la place de SS; de m^rne S® a le meme sens que SSS. On com- 
prend d^s lors ce que signifie un symbole tel que 

ou /?, P% sont des nombres entiers positifs; on doit effec- 

tuer sur y I’op^ration S une premiere fois, puis encore cette 
m^me operation sur les r^sultals, etc., en tout, p fois; puis, sur 
les r^sultats, I’op^ration S' une premiere fois, sur les r^sultats 
encore la mkme operation S' une seconde fois, etc., en tout 
/?' fois, etc. 

II est k remarquer qu’on peut Retire 

S'S'S = S"(S'S), S'S'S = (S"S')S, 
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les parentheses indlquant que les operations multiples dont eiles 
enferment les symboles doivent 6tre remplacees par une seule ope- 
ration : la premiere egalite n’exprime pas autre chose que la defi- 
nition meme du symbole S^'S'S; la deuxieme veut dire que I’ope- 
ration S^'S'S revient k efTectuer d’abord I’operation S, puis, sur 
les resultats, Toperation S'' S'. Cela est e peu pres evident, etse ve- 
rifie d’ailleurs sans difficulte. 

II resulte aisement de la que, dans un produit symbolique de 
substitutions, on peut grouper ensemble plusieiirs facteurscon^^- 
cutifs (* ). 


147. En supposant toujours 



on designe par S * un symbole de substitution 



tel que I’on ait 



On voit alors, par ce qui precede, que les nombres a', [3', y > 
sont determines par les qualre equations 

a'p-h|i'o = o, 

Y'a o'y =0, y'P + o'o == I, 

En resolvant les deux premieres par rapport a a', et les deux 


(') En conservant les m^mes notations, Toperation pr6c6dente S"S'S, par 
exemple, peut 6tre definie d’une fa9on un peu differente : on suppose que les 
operations partielles que Ton va d^crire s’effectuent non plus de droite k gauche, 
mais bien de gauche d droite. 

Partons des formes lin^aires cl x dont les coefficients sont 
les ^l^ments du premier symbole (en partant de la gauche) S"; rempla^ons-y les 
variables a?, y par les expressions lin^aires a'a? -h ^'y, y'a? + 6'y, dont les coeffi- 
cients sont les 61 ^ments du second symbole S' ; puis, dans les formes transform6es, 
mettons encore, A la place de x, y^ les expressions lin^aires aa7-+- ^y, 70?+ 6^ 
dont les coefficients sont les ^Idments du troisieme symbole S; les coefficients des 
formes finales seront les ^l^ments du symbole compost S"S'S. 

T. et M. ~ I. 


16 
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autres par rapport k y, 8^ et en d^signant par (3& le d^ternainant 


il vient 


cD = aS — Py, 




II importe de remarquer que la substitution inverse de S ^ 
est S; en d’autres termes, on a 

/ I o 

S-iS = SS-*= ( 

\ o ' 

On d^signe par S® la substitution identique ^ ^ qui n’al- 

t6re pas les variables. 

Le symbole S'* a ^t^ d^fini pour n entier positif ounul; on 
convient de donner au symbole S’'" le m^me sens qu’^ (S”^)". II 
est ais^ de voir que, quels que soient les entiers positifs, nuls ou 
n^gatifs, m et n, on a 


Cette ^galit^ est 6vidente quand m, n sont positifs ou nuls; bor- 
nons-nous done k ^tablir F^galit^ 

5.s-.=s.-(; ly 

d’oili il est ais^ de d^duire ensuite les autres cas. En supposant 
par exemple n = 3, on aura 

s* S~* = SSSS-i S-* = SS ( SS-» ) S“1 ; 

comme SS"* = S® est la substitution identique, on pent ^videm- 
ment la supprimer et Ton a ensuite 

SSS“*S~1 == S(SS-*)S-» = SS-* = so : 

le raisonnement est g^n^ral. 

Observons encore que T^galit^ 


S'S'S = T, 
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oix S, S', S", T sont des symboles de substitution, entraine I’^ga- 
lit^ 

S" = TS-iS'-i : 
on tire, en effet, de la premiere ^galit^ 

S'^S'SS-IS'-I = TS-1S'-S 

et le premier membre peut sMcrire successivement 

S^S'(SS-i)S'-i = S^S'S'-i = S"(S'S'-1) = s^ 

La m6me ^galit^ entraine la suivante : 

S = S'-iS''-iT. 

148. Les substitutions de cetle nature, a coefficients entiers, a 
determinant + i, jouent, commeon I’a deja vu aux n°* 124 et sui- 
vants, un r6le particuiierement important : elles meritent de nous 
arr^ter quelque peu. D’abord, on voit qu’en composant entre 
elles deux pareilles substitutions, on trouve une substitution qui 
appartient au m^me type, puisque les coefficients en sont encore 
entiers et que son determinant e^ egal a un com me produit des 
determinants des substitutions proposees. 

Parmi les substitutions de ce type, on peut signaler les sui- 
vantes ; 



II est tr^s remarquable qu’on puisse les obtenir toutes en com- 
binant deux de celles-la, les deux premieres, par exemple, etleurs 
puissances positives et negatives. 

Que la derniere se ramene aux deux premieres, c’est ce qui 
resulte de Tidentite, bien facile k verifier, 

V = TUT. 

On tire de la 

Par suite, toute puissance positive ou negative de V s’exprimera 
en composant les substitutions T, U et leurs puissances. 

Avant de demontrer la proposition enoncee, observons tout 



a44 

d’abord que I’oq a 
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u« 


-(7 :,)■ —(:7). 



;)• 


«.= ( 

-a -p\ 

-Y -8 

puis 






/a+p p\ 

Vt + 8 8/’ 

/« r 

\ Y ^ y 

)v.( 

'a p -H a \ 

. Y 8 + y / 

On tire ais^ment de ces derni^res 

dgalit^s 




(x-h P \ 

7-f-n8 (T /’ 

/“ 

Vy 

) v« = 

(■ 7"“) 


et, en particulier, 

-=(::)• -=(;:)■ 


Ces diverses relations sont d’ailleurs vraies, que n soil positif ou 
n^gatif. 


149. Ceci pos^, nous ^tablirons la proposition que nous avons 
en vue dans un cas particulier auquel nous ram^nerons tons les 
autres, celui ou Tun des nombres a, [3 est nul. Puisque ao — 
est egal k un, on doit avoir, si a est nul, soil 


soil 


y=:i; 


et si p est nul, on doit avoir, soit 


soit 


« = i, § = 


a= — I, 8= — i. 


On a done k consid^rer les quatre substitutions 


(7 O' cv). (;:)-(7-.). 


oii Y et 6 d^signent des entiers positifs ou n^gatifs quelconques. 
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La deuxi^me et la quatri^me se ram^nent Si la premiere et Si la 
troisi^me, puisque Ton a 



D’ailleurs, on a 


et, d’un autre c6te, 



par consequent 



Par suite, le th^oreme est demontr^, dans le cas ou Tun des 
nombres a, [3 est nul. ^ 


150. Pla9ons-nous maintenanl dans le cas general. 
L’identite 



P 

8 


monlre que Ton pent mettre 



T“'* sous la forme 



oil est, en valeur absolue, le reste de la division de a par p. Si 
ce reste est nul, on s’arrStera iSi; sinon, on emploiera la relation 



-P ai\ 
-S Yi/’ 


et, en multipliant Si droite par une puissance convenable on 
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mettra le second membre sous la forme 


/Pi «i \ 
Ui Ti/’ 


06 Pi est, en valeur absolue, le reste de la division de — j 3 par , 
en sorle que Ton aura 


d’ou 


(■ 5 )- 


Si ^4 est nul, le th^orSme est verili^, puisque alors la substitu- 



s’obtient en composant les substitutions T, U et 


leurs puissances. Si pi n’est pas nui, on conlinuera de la mtoe 
faQon, et, comme est plus petit que on parviendra toiijours a 
meltre la substitution proposee sous la forme annonc^e, apr^s un 
nombre fini d’op^rations. 
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Page no, ligne 17, au lieu de ( - 1 )^ cosX/:it, lire 2(— i)*" cosXA’it. 

Page n4, ligne 5, au lieu de — cot2;r^ lire —2 cota^. 

Page 142, ligne 21, aw lieu de /( w), lire f(u^)> 

Page 164, lignes 17 et 19, multiplier les seconds membres par le factcur ru. 
Page 164, ligne a5, au lieu de n,, lire n. 

Page 167, ligne !i4) lire 

. (On 
C017U/7 — 

Page i83, ligne i4. au lieu de lire e^^^ 

Page 186, ligne i4, au lieu de lire • 

® a>, u), i 

Page 188, ligne a5, au lieu de -- - [ “ | > lire • 

Page 201, ligne i4, au lieu de r^el et positif, lire reel. 

Page 201, ligne 16, au lieu de r^el et n^gatif, lire r^el. 

Page ao4, au lieu de Vavant-derniere ligne du texte^ lire est nul ou si le fac- 
teur cr(2a) est nul; ceci ne peut avoir lieu que si h est un multiple de y ou 
si a est un multiple de b>,, et, ^ 

Page 22 , derni^rc ligne, ajouter sous le signe jj^J I Hndice s. 

Page 225, derni^re ligne, au lieu de lire — • 


Le lecteur qui voudrait se bonier a un apergu de la Theorie des fonctions 
elliptiques et acquerir seulement les rmtions indispensables aux applications 
des fonctions elliptiques d. la Mecanique pourra se dispenser de lire les nu- 
m^ros 176 d 271 et les num^ros 320 d 350. 
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CALCIL DIFFMENTIEL. 

(2* PARTIE.) 


CHAPITRE III. 

LES FONGTIONS 


I. — D^yeloppements des fonctions cfUy c^a^u, 

151. Les fonctions de M. Weierslrass, que nous avons 

etudi<^es particuli^rement jusqu’ici, offrent, en raison de leur sj- 
metric, un grand int^r^t et une grande utility ; mais cette sym^- 
trie m^me laisse confondues des propri^tds que Temploi d^autres 
^l^ments analytiques permel seul de d^m^ler. 

Ces nouveaux dl^ments analytiques ont introduits dans la 
Science par Jacobi : leur ddcouverte esl assur^ment un de ses 
plus beaux litres de gloire (*). Us peuvent 6tre, comme on le 


(*) Voir LejecnE'Dirichlbt, Geddchtnissrede auf Jacobi (OEuores de Ja- 
cobi, t. I, p. i4). 

T. et M. - 11. 
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verra bienldt, ^tudi^s directement sur leur definition; leur ^tude 
pent aussi 6tre rattach^e k celle de5 fonGtions daU, Ils se pr^- 
sentent naturellement quand on d^veloppe ces dernieres fonc- 
tions en s^rie, sous line forme que nous allons faire connaitre (*). 

Dans ces developpements en s^rie, comme dans les fonctions 
de Jacobi, les deux p^riodes ne jouent plus le meme r6le. Nous 
ferons desormais la supposition suivante, qui est essentielle : 


Le coefficient de i dans le rapport ^ est positif. 


Gela revient k admettre que Tangle form^ par les deux direc- 
tions, qui vont u point o aux deux points 2(0^, 210., du parall^lo- 
gramme des p^riodes, a la disposition directe. 

D’autre part, nous ne consid^rerons plus que des couples 
(2Q|, 2Q3) proprement equivalents au couple primitif (20)^ , 20)3) 

de sorte que le coefficient de i dans le rapport ^ sera aussi positif 

el qu’il faudra toujours prendre le signe sup^rieur + dans les for- 
mules (Xo) et (XX3); ainsi Ton aura toujours 


(XXVIII,) 


TJiWs — 7)30), = + ) 

Tzi 

HiSia — naSl, = -f- • 


1 S 2 . Nous allons d’abord ^crire sous une autre forme la for- 
mule (X() qui donne I’expression en produit infini, k simple 
entree, de la fonction d, ainsi que les formules analogues 
(XVIIs_5), relatives aux fonctions dt, d-i, rfs. 

Nous emploierons les notations suivantes (^) 


(XXVIII,) 




z = 

q = cVt:.-, 


.(*) Cesl la marche suivie par M. Weierstrass dans ses cours professes ^ I’Uni- 
vcrsit^ de Berlin; c'cst aussi celle de M. Schwarz dans Yes Formeln und 
Lekrsdtze* 

(•) M. Hermitc a souvent employ^ le symbole w pour repr^senter le rapport 
c’est aussi la notation adoptde par M. Weber (ElliptUche Functi nen und 
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mutei (XVIIj) avec les notations actuelles, a savoir 


(l) 271it»i 


“ n=: « ” 

I 4^*" 

= _2e,u>|+,:* - + + ’ 

n=:t 


(XXX) I ( 2 ) 2 yi, 0 ), =-2e,u)?+ir*2- 




n =1 
n = » 




(3) 271,(0, 

/tz=l 

Joignons a ces formules celle-ci : 


(XXX 4 ) 


2r^iU)i = r 


/r=:oe “ 

j I _ 


qui n’est autre chose que la relation (X4) ecrite avec le nouveau 
systcme de notations. En ajoutant les trois premieres egalitds, en 
se rappelant que e, + ej -t- est nul, et en comparant le r6sultat 
a la derniere 6galite, on trouve la relation lineaire qui suit, entre 
les quatre series qui figurent aux seconds membres des formules 
(XXX,..,), 


n — 00 nssx " — 

2 g2n ^ gin-l y y _ 

“ ^(f— ^2/^-1)* iL(i 4- 9=^"“^ )* 

n-l ^ « = ! n = l «-*! 


4- 9*'* )* 


154. Revenons maintenant aux ^galites (XXIX) du n° 152 dont 
les consequences el les transformations font 1 objet principal de ce 
paragraphe. 

Tout d’abord, nous remplacerons, dans ces formules, u successi- 
vemeiit par w,, toj, 0)3 de maniere a avoir les developpements en 
produits infinis de c'Wa, o'pWa. 

Remplacer u par to, , tOo, (O3 revient a remplacer v par - ? ^ > 


^ et 5 par 

llL 


-(l + T) 

e 


tU 

2 



T7Ct 1 

e 2 = 92. 


On observera que, en vertu de ces egalites mSme, les nota- 
tions nous remplacerons k Toccasion par 
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ne component aucune ambiguity. Nous serons aussi amends k 

^crire i", d^signant un cntier quelconque et n 

un entier positif quelconque, et nous entendrons par Ik 


(XXVIII,) 



rrnti 



mvj:/ 


e " , 


de sorle que les symboles g'" ne comporleront ja- 

mais aucune ambiguity ; nous disons cela line fois pour toutes. 

Comme les prodiiits infinis qui flgurent aux denominalcurs des 
formules (XXIX, _4) s’introduisent dans un grand nombre de for- 
mules, nous poserons aussi, pour abreger, 

■ n=oe « = oo 

I 9o — 9 ”"), ?1 = + 

(xxviii*) I "zl „"ri 

I ~ n^' = IT^' “ 

\ n:^i n = i 

Les quantiles go, g^, g^, g% sonl liees par une relation alg^> 
brique qu’on oblient imm^dialement en remarquant que les pro- 
duits infinis 

« = « n— <» 

JJCi-y"), JJ('+9'') 

/i = l n = l 


^tant absolument convergents, on peut ^crire 

/T=ae n — 9> 

90 = ijo - 

«=1 , n=l 

puis, en groupant dans chaque produit infini partiel les facteurs 
pour lesquels n est pair, d’une part, et ceux pour lesquels n est 
impair, de I’autre, 


n = dO nssto n =: se /trroe 

9o = Jj[(' - ~ + 9’")JJ(i -l-9’"-') = 9o9s9i9*. 
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J 


d’oil 

(XXVIIIi) 


qxqtqz-^- 


155. Si nous mettons ti)|, (Oj, wj k la place de u dans le fac- 
leur qui figure parlout dans les formules (XXIX), nous 

trouverons respectivement 

Yj itDS 

e ^ , c 2 tDi^ e’sw, ^ 

Les deux derni^res quantiles se transformenl comme il suit : 

r^galit^ 

TZl 

0)2 — 7 ) 80)1 = — — 

niontre que Ton a 

7)1 0)! TUUii 1 : 1(1 

r^2 W 2 = = : 


0)1 


ao)i 


on aura done 


71,0)1 Tj.ri). TU 71.0)t _ i 

= e* e^e^=e * 


on trouve de ra^me 


7|,0)t 7l80>_8 1 

€ 20) 1 = g 2 q^ • 


D6s lors le calcul des diverges quantiles 3'a)a» ne prt5~ 

senle aucune difficult^, En remplagant, par exemple, dans la 

formule (XXIX 2 ), u par 0 ) 2 , z par -^7 z- par on trouve de 

suite 


„ _ 1 . i «=« 

_ i 2 _L_ ,V/2 


tfiioarre * 


En observant que Ton a 


on obtient done I’egalil^ 

ifltOj 


- — e * t/t — • 
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8 

Le caicul se fait de la fa^on pour les autres quantiles et 
I'on trouve finalement les r^sultats qui figurent dans le Tableau 
suivant, dont la disposition s^expllque d^elle-m^me 



0)1 

/O, 

0)8 

o' 

9? 

9t 



'' It 1 

29o9‘ 

t T 

q'l 

0 

— e ® 1 / j — 

iq\q'^ 

iq\q^ 


e * 

9t 

0 

;^‘,9?9‘ 

" 9l 

q's 

Mia» 

e~^ 

y:t 

j 

0 j 

1 

1 


156. Ces r^sultats et la formule (XIc) 


eoL 


O'O)^ ’ 


nous permettent d’expriraer au mojen de o)<, y, jo? (/a? ?3 
six radicaux — ea', on trouve imm^diatement, apres des re- 
ductions qui reposent seulement sur la formule les 

expressions suivantes 


(XXXI,) 


/e,— 68 = - 
— 68 = 


Tl 

2 0)1 
IT 

20)1 

TT 

20)1 






<iUl 


Le caicul des autres radicaux et les formules (XIII4) fournis 
sent une verification. 



LES POKGTIONS 9 

Ces expressions mettent bien en Evidence ce fait, (Stabli au n® 119, 
que les trois quantiles y/e^ — y/e, — y/e* — sent desfonc- 
lions honiogtees et du degr^ — i des demi-p^riodes 0 ) 4 , tog. 

Les expressions de G2 — es, Ci — — e% au moyen de 

<]\j 93 nous fournissent une seconde relation alg^brique entre 

ces derni^res quantiles, a savoir 

(XXViiie) 

e'est en effet la consequence immediate de I’identite 

(^ 2 — ^3) = (ei — 63) — (fii — es). 


157 . Nous definirons sans ambiguite les racines quatriemes des 
differences — 63, — ^3, — €2 et la racine huitieme du 

discriminant ij de {’equation 

4X3~^2X-^-3==4(X- ei)(X-e2)(X-e3)=o, 


en posant 

(XXXI,) = q.qh 

(XXXL) v^(j = v^e2— 6*3 ^€i — e?3 — ^2 == i ^ ‘1^ 


Dans toutes ces formules la signification de 
elle pent d’ailleurs etre fixee arbitrairement. 



est la meme ; 


158 . Les produils infinis qui dans les expressions (XXIX) ob- 
tenues pour (iu, c^^ u, <^2^9 ^3^ figurent au nuraerateiir sont sus- 
ceptibles d’etre developpes en series convergentes, d’une forme 

irhs simple, entieres en ^ ou en ( ’ ). 


(*) Le proc6cl^ de passage k la limite que Ton trouvera ci>dessous pour d^ 
duire la fonclion ^ de la fonction r a d^velopp6 par M. Biehler, qui en a 
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Consid^rons d^abord le produit infini 

]][[(! + 

«=1 

qui figure dans I’expression de et posons pour un instant 

O(^) = (i-f-^8^4^ . . .(l -h 

X (iH- qz-^){\’^ q^z-^). . .(IH- 

II est clair qu’on peut ^crire 

?p(^) = 2-*) . .-f- -4- -S-2A ) . .4- aniz^^ 4- 

a©? • • • j ^ an eLant des fonctions entieres de q, 

D’ailleurs la definition de 'f (2) montre que Ton a 

^{qz) = ( 14 - q^Z^){l 4- q^Z^). . .(l 4- q^n-^^z^) 

d’oii 

S'*") = <p(^j)(i 4- 

En remplagant, dans cette identite, el ^{q"') par 

4- 4- ) 4- . . . 4 - Clf({z'^'^ -h 

et 

«0-H 4-. . ,-han(q-^z^'^ 4- q-'^^z-^^), 


puis en ^galant dans les deux membres les coefficients de ^*"2^+2^ 
il vient 


ou 


a>k — a>k—\ 


— 1^1 - -- q ^^ — 2)1* 4- 2 ^ 
I — qtn-^ik 


doDD^ diverses applications int^ressantes en envlsageant les transcendantes con- 
sid^r6es comme des limites de fonctions alg^briques {Journal de Crelle, t. 88, 
p. i85). Le principe en est d'ailleurs da k Cauchy {Comptes rendus^ i845). 

Obscrvons encore que M. Schellbach dans TOuvrage intitule : DieLehre von den 
elliptischen Integralen und den Theta^Functionen (‘Berlin, 1864 ) a pris les pro- 
duits infinis comme point de depart de la th^orie des fonctions Th6ta. Jacobi, lui- 
m^me, avait signal^ les avantages de cette marche. 
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Eq rempla^ant suocessivement k par k — i, A* — 2 , . • i, et 
en multiplianl membre a membre les ^galit^s ainsi obtenues, on 
aura 

D’ailleurSj sur la d^fiDition de on voit que Ton a 


par suite, 


^ . . . (I — ’ 


En remplacant Uq^ dans I’expression oblenue pour par la 
valeur que fournil cetle derniere ^galite, il vient 


Oa- == 


q!: 



ou encore 

r < 7 ^* 

CXi. Ctjf — " • ■'■■ " ' ■'■■ ■' « 

cn faisant, pour abr^ger, 

a/, = (l — ^2 /i- 2A-+2)(, _ . . . (i _ ^2«) 

X (l y2rt+2Ar4-2^(l — ^2 /i- 4-2A:-^V) , . .(l — q^^)- 

II est d’ailleurs manifeste que, quand n grandil ind^finimenl, 
a\ a pour limite I’unit^, a cause de la convergence du produit in- 
fini 

ni = ap 

m — \ 


On voit aussi que tous les nombres restent, en valeur absolue, 
inf^rieurs a un nombre positif fixe a', ind^perjdant de /i, par 
exemple au produit infini convergent dont le factenr serait 

Ceci pos^, consid^rons I’expression 

(i- 

on a, d’apr^s ce qui pr6c6de, T^galit^ 

F/i (-s) = 1 + a't ^ 4 - . . .-f- a)t g** (-2*^ H- -h. . .-4- 
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la 

Von voit sans pGine que, si Ton fait croUre n indefiniment, F,i(5) 
a pour limile la somme de la s6rie 

F (>«)=: I -h g (-«* -f* 4- . . . 4- 4- . . . 

Que cette s^rie soil absolument convergente, c’est ce qui r^sulte 
de ce que la s^rie 

^3*4-. . .4- 5'^*3*^4-. . .4- 5r«*^*«4-. . . 

est elle-m^me absolument convergente, ainsi que celle qu’on en 
d^duit en changeant 5 en ^ : en effet, ()/| | = | <^"^2 j 

vers z^ro quand n augmente indefiniment. Regardons malnlenant 
q ei z comme des nombres donnas : il est clair que Ton a 

I 3-2^) I < 3“*^*) I; 

par consequent, dans le developpement de F,i(3), la valeur abso- 
lue de la somme des termes qui suivent le terme de rang k est in- 
ferieure a la somme, multipliee par a', des valeurs absolues des 
termes qui, dans la s^rie F( 3 ), suivent aussi le terme de rang k\ 
or, en prenant k suffisamment grand, on peut supposer cette der- 
ni^re somme moindre qu’un nombre positif arbitraire £. D’un 
autre c6td, k elant ainsi fix^, puisqiie, lorsque n augmente in- 
d^finiment, a', a'j, a'^_j ont pour limite I’unite, on peut 

prendre n assez grand pour que la difference entre la somme des k 
premiers termes de F( 3 ) et la somme des k premiers termes do 
F«( 3 ) soit moindre en valeur absolue que e; on aura, dans ces 
conditions, 

|F(3)-F„(3)1<3£, 

ce qui prouve bicn que F„(3) a pour limite F(3), quand n gran- 
dil indefiniment. 

Observons en passant que, si Ton designe par A un nombre 
positif quelconque, on reconnait immediatement, sur la forme 
m^me de la seric dont la somme est F{z), que cette s^rie est abso- 
lament et uniformiment convergente pour I’ensemble des valeurs 
de z qui verifient les conditions 
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En effet, on voit, sous le b^n^fice de ces conditions, queles valeurs 
absolues des termes de la sdrie F(^) sont inf^rieures ou ^gales aux 
termes, tons positifs, de la s^rie 

1 V 2 1 ^ 1 A*-4-. . .-j- 2 I 9r«*| . . , 

s^rie dont la convergence r^sulte des remarques pr^c^dentes. II 
suffitd^s lors, pour ^tablir la proposition enonc^e, d’appliquer le 
ih^or^me du n^ 24 . 


159 . Nous avons etabli I’identit^ 

R =00 

R = 1 n 

etj par suite (XXIX3), I’egalit^ 

(fiU = ^ V ; 

n 

nous obtiendrons des identit^s analogues pour les autres fonctions 
en changeant u en u — wg, w 4- 0)3, ce qui revient u 

changer en ^ -4 ~ > w’ -1 ^ ^ . 

Parexemple, si I’on change iien u — (1)25 et si I’on tientcomple 
de la formule (XII3) 

a'j ( U — 0)2 ) = e^a^Wa-u) , 

OU)2 

on obtient Tegalit^ 

o' w = ^ — i)" 

q^qi^^ 


en posant, pour abreger, 


T)|0)| 


W = 273i0)iV* + 2(y)2 0)i— 7JjO>2)V-4- —7)2^2. 

Si Ton se reporte d’ailleurs aux valeurs de o’tOg, qui ont ^tc 
etabliesau n® 155 , si Ton se rappelle que 1^2(0, — t,,( 02 esl 6gal 


, TZl 

a — ) on trouve 
2 




*Y)iW|<'*4-TClV — 


Tfl,W, I 


■y/Iy'; 
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on a done 

/ Iv* 

— i — 6 *^ 1 “!*^* — —r^ (— 0 " 

TC ^ T 

2<735^* « 

On obliendra de m6me, en changeant u en u + tOg dans Tex- 
pression de I’^galil^ 

cr^iMss 

•xq^qW « 


el, en changeant dans la m^me expression u en 4- (o< , 


q^ql^ 


II. — Relations entre les fonctions o' et les fonctions 2r. 


160. Les d^veloppements des fonctions a'w, ct*! ;/, rfgW, 
auxquels nous venons de parvenir nous am^nent a introduire qiialre 
nouvelles fonctions de la variable Nous poserons (^) 


fn-h- V 

3ri(p) = i 2(— i)«^ ^ e{2«-hi)(^7i/^ 

n 

^ («+!)’ 

3rj(p)=y5f^ e(2«+l)^w-, 

n 

n 


On reconnait directement, siir la forme m^me des series qui 
figurent dans les seconds membres, que ces series, regard^es corame 


{') Les notations relatives aux fonctions Sr sont celles qae Jacobi a introduites 
pour la premiere fois dans un cours profess^ en i835-i836 k TUniversit^ de 
Koenigsberg et qu'il a ^nsuite employees plut6t que celies des Fundamenta dont 
nous parlerons plus loin. 11 ne met toulefois pas d’indice 1^ ou nous mettons Tin- 
dice 4®tiHcrit 2rjj((^ir) 1^ o(i nous ^crivons (Werke, 1. 1, p. 5oi). M. Weier- 
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dependant de la variable v, sont absolument et unifonn^ment con- 
vergentes dans toiite region limil^e du plan ofi Ton figure cette 
variable. En eflfet, un raisonnement tout semblable k celui de la 
fm du n® 158 montre que la serie qui d^finit la fonction 2r8(^’) de 
la variable v est absolument et uniform^ment convergente pour 
I’ensemble des valeurs de v qui verifient les conditions 

oil A est un nombre positif fixe quelconque, et Ton reconnail 


strass, M. Schwarz, Halphen mettcnt I’indice o l£t oil nous meltons I’indice 4; la 
variable esl la m^me que dans notre texte. 

M. Hermite a employe la notation condensee 





ou a, p sont des entiers quelconques; les fonction s 6,,, 9^^,, 9^^, 9^, de M. Hermite 
sont done nos fonctions i&,, On a d’ailleurs 






4 - 


■* 


•,p+‘/ 


(o)e 




Pj q 6tant des entiers quefconques. Cette derniere forinule, \ elle seule, coniient les 
vingt-quatre formules ( XXXIV, _,) que nous ecrivons plus loin expliciteinent ; on 
voit assez, par ce seul exemple, les avantages que cette notation pent presenter dans 

bien des cas. Ajoutons que les zeros de sont congrus a ^ 

modulis I, T. 

Les notations de Briot et Bouquet ( Tkeorie des fonctions elliptiqnes ) se rat- 
tachent a celles que nous avoiis adoptte en posaut 


U) ~ 2W,, w 2U)3, X 

e,(a:) = S.(o) = 2 V s ) sin 

(!> 

« = i 

6.(x)=a,(o) = 


6,(ir)=Sr,(i') = H -2 ^ cos , 

n=:\ 

n=zto 

9_(x)=:S.(o) = i-t-a 2] (-ir9«’cosi^.^. 

W =1 
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imm^diatement que ces conditions reviennent k dire que, dans i?, 
le coefficient de i doit ^tre moindre en valeur absolue qu’un 
nombre positif fixe, d’ailleurs arbitraire. On poiirrait faire le 
mdme raisonnement sur les autres series, mais la fagon dont on 
passe de Tune aux autres permet de s’en dispenser. Ainsi les fonc- 
tions S sont des fonctions transcendantes entiferes en et les 
series qui les d^finissent peuvent 6tre diflKrenli^es, terme a terme, 
par rapport On reconnait de mfiine que ces series peuvent 
^tre diff<^rentl^es, terme k terme, par rapport k q ou par rapport 

T. 


161. En groupant ensemble les termes pour lesquels les expo- 
sants de e sont ^gaux et de slgnes contraires, et en tenant compte 
des formules d’Euler (n® 66), on peut ^crire 

(1) = sin( 2 /i -M)Trv, 

n = 0 
/l = ae 

( 2 ) 3r2(i;)=^2^ cos( 2 n i)7rp, 


XXXII) 


(3) 2r3(v) = 1 cos2n7r(^, 

11=1 
« = • 

(4) 2r4(v) = I -4-^( — cos2mrr, 


ou encore d^une fagon plus explicite 

1 9 2J6 . 

3rj(4>)=2^*sin'iri^ — 2g^^sin37tt^“4-2y * sinSirt^ — 

i 1 11 

2rj(i>) = 25 ^* COSTCV -f- 29 * 008 371^^ -h 2 5r * COS 5 71 P , 

2r,(p) = H- 25 ^ C 0 S 2 TU(^ -h 2^*C0S4'I^V -H 2 ^® cos 6 TIP 4-..., 

3rj^(p) = I — 2 ^ cos 2 71 P 4- 2^^ cos 411 — 2^’ COSGtTP 4-.... 

Quand on voudra mettre en Evidence, soil le rapport t :.r: a 

Faide duquel les qualre fonctions 3 sont form^es, soit le nombre 
q = on 6crira 

2r,(plT), 
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ou 


a la place de 

^t(f’), %(f'h 

Avec ces notations, les r^sultats du n® 159 peuvent ^ire mis sons 
la forme suivante 



j<.. 

^ 9o ^i(v), 

i 

^2(v), 

(XXXIII) 

< (2) 


(3) 

qoq\^%u~ 


' (0 

q(sq\ Sr;(v). 


162. Les formules (XXXIIL..^) peuvent s’ecrire sous diverses 
formes, avec lesquelles il convient de se familiariser. 

La premiere montre que (i^) s’annule pour u = o. En prenant 
les d^rlv^es des deux membres par rapport a u, en supposant 
w = o et en se rappelant que Ton a rf'o = i, on trouve 


— ^i(o)* 

Wj ^ 2(Vi * ^ ' 


Divisons I’^galit^ (i), membre a membre, par celle que nous ve- 
nous d’obtenir; divisons de mfime chacune des egalit^s (=»)- (3), 
(4), membre a membre, par celle qu’on en d^duit en y faisant 
w = o ; on trouvera 


( (5) cTw = 

(XXXIH) I ^ 

1(6) == (a = 1,2, 3). 


"En prenant les deriv^es logaritlimiques par rapport a a des 
deux membres des relations pr^c^dentes, il vient aussi 


(7) 

( 8 ) 


= -L- 

(*>1 2t*)i (p) ’ 

ULlf = JL 

U)i 2Wi 2ra4.,(p)’ 


(XXXIII) 
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et Ton peut mettre ces derni^res relations, en tenant compte de 
celles qui precedent, sous la forme 

z= 4 - e»Y)iCi)tP« 

Oil 3r;(o) 

0)1 9.o>i ^a4-i(£>) 

Si Ton se reporte aux formulas (XXXIs.^) qui donnent les 
^ 1 

expressions de V^ 2 — ^ 3 ? • • •? mo^^en de g\ on voii 

qu’on peut encore ecrire 


(XXXIII) 


(9) 



'‘■’ 2 r,(p), 

(10) 


63 cj'j It = teSOiW 


(H) 

\ TC 

63 0^2 M = 

''S 3 (P), 

(12) 


^2 cr's 



En remplaganl dans les formules (XXXIII, _;i) 
par leurs d^veloppemenls en produits infinis a simple entree 
(XXIX), pris chaciin sous la forme qui met en evidence la va- 
riable r, on trouve enfin 


(5) 2ri(p)=2^o^* sinpTT J J (i — cos 2(^71 h- 

n=zl 
/!= 80 

( 6 ) 2 rj(i>)= 2 ^ 0 ^* n (14- 25r2« cos2(’'r: 4 - 

(XXXII) / 

I (7) S,(p)= ?0 J[pn- 2gp»«-‘ C0S2»>Tt - 4 - 

I n = l 

I n = » 

1 (8) ^4(^>)= ^0 J J[ (l — C 0 S 2 VTT 4 - 

\ n=l 

163. II est quelquefois commode de prendre z comme variable 
ind^pendanle et de consid^rer, au lieu des fonctions 2r(p), les 



LE8 F0NCT10N8 


>9 

fonctions suivantes qui n’en difT^renl au fond que par le nom de 
la variable. 

Si I’on pose 

(i bis) pi(^)= 

n 

(a 6 w) pj(«)= 3 *'’+', 

<xxxii) y 

(3 6ti) p3(s;= ^9''*’^*". 

n 

i^his) pt(z)= 

! A/ 

on a manifestemeni 

pj(5)= 2rj(())j Pj(2) = 

p3(-5)=&3(t>), p4(^)=St(<>). 

En rempla^ant, dans les formules (XXXIII, ,4) 3 , (i>), 

2f4((’), respectivement par p,(2), p2(5), p,(3), p,(5) ei 
d Uj 0*1 0*2 <3*3 u paries produils infinis a simple entree (XXIX), 

pris chacun sous la forme qui tnet en Evidence la variable 5, on 
oblient les relations 


n — 9b n ~Qo 

(5 6m) pl(^j=25'o5’‘^-^PJ(l — JJ(| — 


n = l 
n~ix 


(6 6 m) Pj(-s)= 25 '„ 5 '^ iil-^JJ(i + gJ«a- 3 ) 


<XXXII) 


/I = l /I=l 

fizz OB 


(7 6 m) Pa (z)= Jo JJ ( , H- qin-l 2 -t ) JJ (, gi„-i 
n = i n=t 

nzzK n = oe 

(8 6 m) P; (^) = Jo £J (l — J-*"-* « -* ) JJ ( I — jS«-l z*), 


dont nous ferons usage dans un instant. 

164. Les fonctions 3, (p), 3*+,(v) que nous venons de d^Hniret 
dont nous avons ^tabli le lien avec les fonctions rf«, difii^rent 
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profond^ment de ces fonctions par la fa< 2 on dont y sonl engag^es 
les p^riades, qui dans les fonctions 3 n’eiitrent plus que par leur 
rapport. Les series trigonom^triques (XXXIL^^), qui repr6- 
sentent ces fonctions, sont tvhs dl^gantes : dies sont precieuses 
dans les applicalions nutn^riques k cause de leur rapide conver- 
gence. Les fonctions 3 jouenl d’ailleurs un rdle essentiel dans des 
recherches importantes d’ Analyse, d’Algibre et d Arithmdique. 
Nous allons, dans les pages qui sulvent, dfevelopper les propridtes 
fondamentales de ces fonctions. 

Plusleurs de ces proprldt^s se deduisent imm^diatement des 
proprl^t4s correspondantes des fonctions rfw, rfai/. On reconnait 
ainsi tr^s faclleinent quels sonl les zdros des fonctions 3, si 
elleS sont paires ou impaires, ce quelles deviennent lorsqu’on 
remplace izparwH-awi, a-H-siWa, w -I- tos, ce qui re- 

vient k remplacer v par P + i, c-hT, ^4- 1® change- 

ment de a en a •— wa donnerait les formules relatives au change- 
ment de v en ^ -4— — — * On pent ainsi ohtenir toutes les foi* 

mules (XXXIV). 

Le Tableau qui suit 


(XXXIVi) 


Sr, 

^2 


% 





0 

1 

1 2 

1 -h X ! 

2 

X 

2 


donne les valeurs de t* qui annulent les diverses fonctions 3; ces 
valeurs ont 4l6 plac^es au-dessous de la fonclion correspondanle ; 
il est sous-entendu qu’on peut leur ajouier un nombre de la 
forme m + nx,mel n ^tanl entiers. 

Les formules 

t S,{-p)=— S iCp)! 

(XXXIV,) U,.,(-v)= 


xi*onl pas besoin d’ explication. 
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/ Sr,(p-(-i) = — 2r,(p), 

I 3'!(‘’ + i)== — 2r,(i'), 

f 2r»(p-!-i)= 2rt(t>), 

- 4 - -^ = ^ 4(<^)5 

s'obtiennent de la fagon la plus aisee, sans passer par les fonc- 
tions o', en parLant des series trigonometrlqiies ; elles mettent en 
evidence, comme ces dcrni^res, la periodicite des qiiatre fonc- 
lions 3. 

T.es formules 


(XXXI Vs) 


(XXXIVe) 


peuvent se d^duire des formules (XXXII <_4 his) l^g^rement modi- 
fi^es. Si Ton y remplace y et ^ par leurs valeurs on ob- 


= — A3ri((;), 
2r2((’-hT)= ASr2(p), 
S’3 (c-|-t)= A3’3(p)5 

2r4(<^H-T) = — A2r4(p), 
A = gr-i 

I = ^B2r4(p), 

3^3 B ^ 2(^)1 

3^4 -4- 3i(t^), 

B = 


Les formules 

(XXXIVa) 

(XXXIV4) 
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9,(«) = j 

n 

n 


Les quantiles entre crochets dans les exponentielles sont toutes 
des trinomes du second degr^ en n qui deviennent des carr^s par- 

fails quand on leur ajoute la quantity on pent done 6crire 


(XXXII) 


(9) 

7C/t>* 


(lo) 

e ^ &j(p) = 


(«i) 

7C »V* 

e~%{v) = 

ft 

(I2) 

% tV* 

e S*(p) = 

2(- 


n 


or on voit qu’en remplagant p par v eln par n — i , les expo- 
nentielles se reproduisent; en sorte que, par ce changement, le 
premier et le quatrifeme des seconds membres changent seulement 
de signes, tandis que le second et le troisi^me reslent invariables. 
On a ainsi, par exemple, 


TtlV* 

d’oili 

&i(i> -i-T:) = — e 


et I’on obtient de m^me 2 r 3 (<^ + t), 34 ai 

moyen de 3a(<^)> 



LES F0KCT10N8 a3 

On voit lout aussl ais^ment sur ces formules comment les 
choses se passent quand on change en ^-i- II suffit de rem- 

placer, dans les deux premieres, n par n — i el s? par 
^ce qui change ai + ^ - en /i + et, dans les deux derni^res, 

simplement v par ^ “ ^ce qui change ai 4- ^ en /i 4- ^ -f- En 

tenant compte d’ailleurs de ce que I’on a 

7t <«»* TZi/ t IT iX t 

— U/P — -- 

e ^ T\ t) ^ Q 

on obtient les expressions de 2r, ^a-fi an moyen 

de S,(v’), 2ra^_i(4). Finaleinent, on arrive ainsi aux formules 

(XXXIVo). 

En r^p^lant m fois les formules ( 3 ) et /i fois les formules ( 5 ), 
on a aussi 

I -h m -h nx) = (— i)'n+n 

(XXXIV.) ! -+-m /ix) = (-!)'« 

\ %(i^ -i- m -h nx) = ( — i)'^ 


Enfiii, eii combinant les formules ( 4 ) (6), on parvient aux 

formules 


(XXXIVg) 


I 3 s 4~) 

I 4^) - B 3, (■(.), 


qui correspondent au changement de a en ^ — coo. 


Observons en passant que les formules (XXXlV3)et(XXXlV5), 
ou, si Ton veut, les formules (XXXIV7), qui les contiennenl comme 
cas particuliers, mettent en Evidence ce fait que les quotients de 
fonctibns 3 sont des fonclions doublement p^riodiques, avec les 
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pi^riodes a, 2 t : on pr^voit ainsi le r61e que joueront ces quo- 
tients. 

16t5. Comme le changement de en v m ni revient au 
changement de z en (— et que les changements de v 

-If- Ltl reviennent aux changements de z en 
22 a 

t 5 , zsjq^ les formules prec^dentes peuvent s’^crire 

Pi[(— = (—!)'«+« 9'-"'^:- *''pi(.8), 

P»[(— l)'"9"‘-sl = (— O'" q-n'z-^»^ Ps(3), 

p>[(— O'"?"-®] == ?“"*-^~^"ps(^), 

p»[(— O'”?"®] = (—0" g'-'‘’®-*'*p4(a); 

pl(«®) = p2(®), 

ps(»®) = — pi(®), 

P3(«®) = P4(®)» 

P4(«®) = p3(®); 

Pi(®/?) = -TF P‘(-=)' 

® V? 

P2(® /?) = P3(®), 

p3(® /?) = — n= p2(®)- 
® V? 

p4(® /?) = -T7= 

® V? 


Ges formules se d^duisent d’aiileurs immediatement des defini- 
tions des diverses fonctions p(®). 


166. Les fonctions 2r v^rifient toutes les quatre I’equation aux 
d^riv^es partielles 

-MTte— 


jNfous avons vu, en effet (n® 160), que les series qui d^finissent 
les fonctions Sj {v, t), STo^, {v, t), series qui rentrent dans le tj'pe 


2 


A/» ^‘nc/{/i4-a)*+2(^7t/{/i-t-a)^ 
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peuvent 6tre dlff^renli^es, terme k terme, soil par rapport k p, 
soit par rapport k t. Or la quantity 


t = eTTC<(/n-a)M-at^i(/*-l-a) 


v^rifie, comme on s’en assure immMiatement, I’^qualion aiix de- 
rivees partielles 


d^t . .dt 
di>^ dz 


= o; 


il en est done de m^me des quatre fonctions S. 


III. — Sur quelques fonctions du rapport des p^riodes. 
Formules diverses. 


167. En faisant = o dans les formules qui donnent les ex- 
pressions des fonctions 2r(^’) ou I’argument est augmente de i , t, 

m 3 ’ trouve le^valeurs de ces fonctions pour 

(’ = I, T, m -f- HTj de ces valeurs qui ne sont 

pas nulles s’expriment au mojen de q et de 3^2 (o), 2 r 3 (o), 2 r 4 (o). 
Ces valeurs se lisent si rapidement sur les formules (XXXIV) 
qu’on a jug^ inutile de les r^crire ici. Nous nous bornons a trans- 
crire les resiiltats obtenus en faisant e = o dans les formules 
(XXXIV), apres qu’on a pris les d^rivees des deux membres; 
on obtient ainsi le Tableau de formules (XXXV), dans le- 
quel designe toujours la d^riv^e par rapport a ^ de la 

fonction 3(^). H convient d’observer, d’une part, que les trois 
quantites Sa-t-i(^) sont nulles, puisque les trois fonctions {^) 
sont paires; d’autre part, qu’il ne s^introduit pas dans le Tableau 
d’autre ^l^ment nouveau que S', (o). 


XXXV,) 


^1^0 — (o)> 

S,(I) = 0, 

&'3(0-O, 
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(XXXV,) 


(XXXV,) 


(XXXV4) 


(XXXV5) 


(XXXV6) 


^.(0=“' 

) = — '•*'’'9"' S'tCo). 

2t;(T)= 4£ir5f-*^v(o); 


[ (i) 

j ^’(0 =— iTzq~'^%{o), 

I ^’’(0 = — jit<7"*&2(o), 

1 ^'*(0 ^ 


y^im 4 - nz) —(^lyn-tn (o), 

STg (m -f- ^x) =( — 

Sr'g (m -+- /ix) == — a/nrtgr-”* 3r3(o), 

2r4(m 4- nz) —{ — imziq-'^' ^4(0); 


3r', = — iTty"*&,(o), 

3^2 = — It 5 -" ♦3-^(0), 

(■^^) = (“)> 


II est k peine utile de remarqiier que toutes ces quantiles ne de- 
pendent que de t. 

On aurait des fortnules analogues, que nous nous dispensons 
d’ecrlre, pour les valeursdes fonctions o{z) ou de leurs derivees, 
quand on suppose z 6gal 4 i. ii/q, . . . ; les quantit6s 2 ^ 0 +, (o) 
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sont respectlvement 6 gales aux quantiles pa-|. 4 ( 0 ! ^ ?\i^) 

c’est — . 

TZl ' 


168 . Les relations entre les quantiles (o), W? envisa- 
g6es comme des fonctlons de g, permeltent d’^tablir des propo- 
sitions importantes delathdorie des nombres. Aussi convient-il 
de nous arr^ter an instant a I’^tiide de ces fonclions. 

Voici d’abord leurs expressions cn fonction de g, obtenues en 
posant (^ = 0, 5 = 1 dans les forinules (XXXII, ^4); toutefois. 
pour la premiere de ces formulesj on a pris la d^riv^e des deux 
membres par rapport a v avant de faire (^ = o, 


« (n+iy f ^ ^ — 


s.(.)= 2 




< XXXVI,) 


= 2q^ ‘iq’* iq +... 
3,(0)= =n- 25 r + 2g‘ + a5*+.. 

n 

3 *(o)= =i-2? + ag»- 2 ?» 4 -.. 

n ^ 

On trouve de meme, au moyen des formules (XXXIIl,.*) par 


exemple, 

( 3r;(o) = 'iTr9fSgrS 

(XXXVIj) I 3^2(0) =2705^! 

i 2 f 3 (o) = 9 o 7 l, 

1 SUo) = 9 o 7 r 

En comparant ces relations aux 6galit6s (XXXl5_4) qui donnent 
les expressions de J/tJ et des quantites — ^3, ^3? 

— e\ au moyen de q\ qo, 9,, q2, on trouve 


(XXXVIs) 


»o), 5 /y 

I Vei - e. = 
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Ces m^mcs formules s’obtiennent ^videmment en supposant 
r;i. o, u = o dans les relations (XXXIIIo_42) ! toutefois, pour la 
premiere, on doit d’abord prendre les deriv^es des deux membres. 

II va sans dire que doit avoir la m 4 me signification que 

dans les formules (XXXI3..4). 

On tire de Ik 


(XXXVI4) 


i v/ej — ^3 — 

OtOJ 

/eo — ^3 = — Sr| (o). 

1 v/^ 7 ^ 3 = —^ 1 ( 0 )^ 

I 2tl>l 

s/ei~e.^=z 

' ‘2 0)1 ^ 


Puisque les quantiles ^^(o), ^^(o), ^l{o), ^\^{o) ne dependent 
que de t, on voit que ces formules mettent bien en evidence la 
propri^t^ des radicaux y/e2 — C3, de se reproduire divises 
par), quand on remplace Wi, 0)3 par ).a>i, >.0)3 (XVIII4). 


169 . Comme I’on a ? on voit imm^diatement que les 

quatre quantiles 3 ' (o), 33(0), 33(0), S4 (o) sont lides par la rela- 
tion 

(XXXVI5) 3r'j (o) = tz %( o )^ 3 { o )^,,{ o ). 

En elevant au carr^ les trois dernidres egalites (XXXVI4) et 
en les combinant comme Ton a fait quand on a obtenii la relation 


on obtient la relation equivalenle 
(XXX Vic) 35 (o) = 35(0) -H 3J (o). 


Si Ton tient compte de la relation ei 4- ^2 H- ^3 = o, on d^duit 
aussi des trois derni^res formules (XXXVI4), en les r^solvant par 



rapport & e,, e*, e,, 
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(XXXVI,) e,= i(^)‘[ 2rJ(o)-aKo)], 

Eq se rappelant (n® 99) que I’on a 


— — 4(^1 ^ 1 “+- ^ 3 = 4 ^ 1 ^ 2 ^ 3 » 


et en tenant compte de la relation (XXXVIo), il vient aussi 
J )‘[^t(o) + (O) - (0)3J (o)], 

(XXXVI, ) |^,= (j)'j±[S..(o) + &.*(o)] 


- ^ [&|(o) SUo)]S|(o)2rJ (o) j . 


170. Si Ton pose avec Jacobi 
(XXXVII,) = 


1 9 23 

3^2(0) __ -h -+- 9,<7 ♦ -h. . . 


2r3(o) 


4- 2 5^ -h 2 -h u g* -+- . 


( XXXVII.) ^k' = - , 

^z(p) I-f- 2^ -f- 2g^H- 2^*4-. . . 


on voit que I’egalit^ == + ^I(^) prend la forme 

(XXXVII 3 ) ;t 2 4-A''*=i. 

On d^duit aussi des formulas (XXXVIg) les relations 

(XXXVIIO 

V«1— «J 

(XXXVII,) v^= . 

V«l— *8 


quientrainent ^galement la formule (XXXVlIs), Enfin, en tenant 
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compte des formules (XXXVI2), on a 


(XXXVIIe) 

(XXXVII7) 




v/p= 2 i=r;-L: 

q\ L(i- 


•g)(i — y°)(i — y‘) 
■y)(i + y®)(i + y') 




el cette forme donn^e a ^ et y/A*' invite a consid^rer sj en 
tant que fonctions univoqaes de t. 


171 . Dans un M^moire c^lebre(*), M. Hermite a d^sign^ ces 
fonctions par <p(t) et <};(t) en posant 

(XXXVIIIi) ?('C) = 

oii.v/2 est la racine carree positive de 2, et 

(XXXVIII,) 

q% 

Les ^galit^s 

(XXXVIII3) = 

(XXXVIIU) ^H-) = = v/^ 

sont manifestes. 


En meme temps que ces fonctions, M. Hermite a introduit (2) 
la function univoque de t 

(XXXVIIIs) '/(t)= v^25f^— , 

oil ^2 est la racine sixieme r^elle et positive de 2. 

Les fonctions ^(t), x('^) sont li^es par les relations 

(XXXVIIIc) Cp8(T)-+-^^*(T) =1, 

(XXXVIII7) ?(^)^(^) = X^(n:), 

qui equivalent a nos formules (XXVIIIs^o)- 


(*) Comptes rendus, t. XLVI, p. 5o8, 
( *) Jbid., p. 715. 
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Nous joindrons a ces fonctions celle que M. Dedekind a d^si- 
gn^e (*) par et que nous repr^seaterons par h(':) k cause de 
1’ usage que nous avons deja fait de la leltre yi. Cette fonction est 
d^finie par la formule 

(XXXVfII«) h(T) = ^T^^o. 


On voit immedialenient que les fonctions «p, y, h sont 
r^elles et positives pour une valeur purement imaginaire de t. 

Signalons encore les fonctions inlroduiles(2) 

par M. Weber 


(XXXVIII 9 ) 




Ces fonctions et la fonction b(':) sont liees aux quantiles 
3 oc4.i(o1t) et Sj(oIt) par les relations evidentes et tres sjm6- 
triques 

[ 3*^(0 I t) = 

2^3(0! x) = h(t)/Hx). 

33(olT)=:l.(T)/f(x). . 


(XXXVIII, «) 


Les diverses fonctions de t que nous avons definies dans ce pa- 


( ‘ ) Journal de Crelle, l. 83. 

(^) Elliptische Functionen, p. 63. M, Dedekind a employe les m6mes nota- 
tions pour designer les fonctions suivantes {Journal de Crelle, t. 83, 
p. 283 ) : 


oa p = c » . 


h ( 2 T ) h 


/(T) = 




(OK^) 


h>(T) 

j‘h‘(at) -4-h*^^^ -I- ph* ) 


h'(T) 


_ [cp-(T)-4-p]»[?'(x)-+-P*1’ 
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rdgraphe jouent un rAle important dans les applications des fonc- 
tions elliptiques PAlg^bre ct a la th^oriedes nombres* Au point 
de vue analytique, il importe de remarquer qu’elles n’ont 
d^finies que pour des valeurs de t repr^senl^es par des points 
situ^s au-dessus de I’axe des quantit^s r^elles. 


172 . Reportons-nous aux formules (XXXIII) qui permettent 
de passer des fonclions aux fonctions 

On obtient des identiles importantes quand on d^veloppe les 

deux membres suivant les puissances de et que Ton ^gale 

dans les deux membres les coefficients d’une m^me puissance 
de p. Les d^veloppements des premiers membres, ou figurent les 
fonctions du^ d^u r^sultent imm^dialement des formules (IXi) et 
(XI7); quant aux seconds membres, on n’aura qu’a y remplacei* 
^aYi.w.P* pg^j. gQjj d^veloppement en s^rie et 2^4 (p), Sa+i (p) respec- 
tivement par 

- stj (o)-f- -- - - j y'l (o)-+- . . . , 

^a+i(o)H- 


Choisissons, parexemple, parmi les formules (XXXIII), celles-ci : 


o'w = 2a>i 


2 ri(p) 

^l(o) 


g2y),W4P*^ 


O'aW 


5 ^aH-i(p) 




En ^crivant, d’une part, que, dans le d^veloppement de du, le 
terme en manque, de I’autre, que, dans le d^veloppement de 

dfxUf les coefficients de et de sont — ~ et que, 

par consequent, les coefficients de p^ et de p' sont — 2^0(0)* et 
— 2e5^(o{, on trouve de suite 


(XXXIX) 


, ^ I ^ 7 (o) 

(I) 

/ V • * 2 ^ 4-1 (o') 

(3) 2i()f(i){ = (^ — aeS)wJ— 71,0)1 




1 

24 5 a-n(o) ■ 


La seconde de ces ^galit^s 6 quivaut k trols ^galitds; si on les 
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suppose Rentes, qu’on les ajoute membre k membre et qu’on 
lienne compte de la relation 64 4 - gj-H ^3 = 0 , on aura 




1 r^Uo) 

2 [3^2(0) 


^S(o) 

33 ( 0 ) 



et, par consequent, a cause de la premiere des egalit^s pr^c^- 
dentes, on a aussi la relation tr^s sjmetrique 


(XXXIXO 


3T(o) ^ 3;(o) 3;(o) 31(0) 
3 i(o) 32(0) 33(0) Sv (0) 


En eiiminant T,, entre la seconde et la troisieme des egaliies 
precedentes, on obtient la relation 


3^!‘i(o) 
3a-f-i (o) 


3 

314-1(0) 


= 8(^2-'iaeS)a>J; 


d’ailleurs les relations 

, , ^2 = — 4(«^«r+^r^a’+' 

^y= o 

montrent de suite que Ton a 

^2 — .{(ca— «y)- 


el, en s^parant les divers cas possibles, on Irouve immediatement, 
au inojen desformules (XXXVI^), les suivantes 

( ^ "" ~ 2«*3Ko)2ft(o) =- 32(«,- ej)(e, - e.)(«‘ 

(XXXIXt) 2ic‘2r‘(0)2rJ(0)= 32(6, — es)(ej- e,)a>* 

\ S*(o) 2 r*(o) 


173. Signalons encore les resultats suivants, dont nous ferons 
usage par la suite. 

Si, dans les formules 




n 


T. et M. - II. 
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aa consid^re, dans les seconds membres^ les termes pour lesquels 
n est pair, on voit que leur ensemble n’est autre chose que 
les termes oh n est impair sont, d’ailleurs, ^gaux et 
de signes contraires; on a done 

(XLi) a&sCat' 1 4 'c)= 1 3 r*(p | t). 

On aura de m^me 


XLO 


2^s(2Pl4'C)=;2r3(p (t)— 3^4 


Quand on fait, dans ces formules, p = o, on obtient par divi- 
sion, en posant 

et en tenant compte des formules (XXXVIl2,5), les relations 

s /> - — _ 2y -h 2y«-h2grgg-f... . ^ 

* IH- /IP /ei — ^3 H- /ei— 62 IH- 2g^^4- 25^164-. . . 

Comme, en vertu de la relation (XXXIlIo), on a 

_ /T a^i(^|toi, 0)3) 

S^8(^h) ^ a'2(ala)i,o>3)^ 

on doit avoir aussi, en remplagant toj par 4^3? ^ par4T, et, par 
suite, par 6, 

^ g^i(i4|u>i,4aj3) 

<3'2 (w 1 Wi, 4W3)' 


ou encore, en changeant u en %u et t^en 2^, 

I ^X) _ ^ (^i{2U I 0 ) 1 , 4fa)8) ^ 

3r8(2vl4T) a'2(2al 0)1,4 (1>8)* 

D^ailleurs les formules (XLi) donnent par division, en tenant 
compte de (XXXIIlH-i2)^ 
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on a done finalement la relation 

M I toi , 4 (Ds) _ y/gi— 63 1 0)1 , 0)3 ) — v^ei — <?« a^s ( ^ I <«>i , ^ 

0^1(2^ 1 0 ) 1 , 4 a> 3 ) W3 )-+-{/«! — O's ( u j ci)t , 0)3) 

dont on apercevra I’utilit^ plus tard. 

174 . Nous terminerons ce paragraphe par quelques remarques 
relatives au cas ou I’on a, q ^tant r^el, 

Quand les quantit^s (o^, y interviendront, nous les supposerons 

r^elles et positives (‘) ; enfin nous ne consid^rerons qiie des valeurs 
r^ellesde v, Les fonctions 3 sont alors des fonctions reelles d’une 
variable r^elle. 

Observons d’abord que les quantiles yi, ^2? ya sont reelles 
et positives (XXVIII.1 ) ; on voit, en outre, que Ton a 

yo<»<yi, y 3 <*<^ 2 . 

II en r^sulte, a cause des Equations (XXXV 12), que les quantit^s 
2rj(o), 2^2(0)? 2^3(0), 2r^1(o) sont reelles et positives : cette pro- 
pri^te apparaitralt aussi bien, pour les trois derniferes, sur les d 6 - 
veloppements en s^rie (XXXVL); on a, en outre, 

3 ' 3 (n) > ^4(0)- 

Les racines Bi , e2, sont reelles; la premiere est positive, la der- 
ni^re est negative ; on a 

ei> e 2 > es; 


les quantit^s y/e^ — , y/ei — Ca sont r6elles et positives, la quan« 

tit^ y/^a — ^3 est negative; tout cela a 6 l 6 d^montr^ au n® 121 et 
r^sulte a nouveau des formules (XXXVI7) et (XXXVI*)* 

La quantity t), est reelle : elle peut ^tre positive ou negative, 
ainsi qu’il r^sulte de la formule (XXX4) qui montre clairement 


(*) Le lecteur traitera sans peine le cas oi ti),i et w, sont des quaoUtds Helles 
et negatives, cas auquel q est r6el et vdrifie aussi Tin^galit^ o <u On passe 
d'ailleurs de ce cas au cas -consid^r^ par la substitution 0,= 0, = — w,. 
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qiie I’^quation en 

7Ji= o, 

admet une racine r(5elle et line seule comprise entre zero et un. 

Les formules(XXX,_ 3 )montrentque des trois quantiles 

^2 -I- — > ^3 -H ^ • les deux premieres sont positives et la troisieme 

negative; d’apres cela, et en vertu des Equations (XXXIX2), ilen 
est de m6me des trois quantit^s — (^) > 

quantile 2r"'(o) est (XXXlXi) de signe contraire k '/i^. 


175. Gonsid^rons malntcnant les fonctions ((?), 

Le signe de ces fonctions pour les valeurs r^elles de {> apparait 
de bien des fagons : le plus simple est de recourir aux decomposi- 
tions en produits infinis (XXXIIg^s) qui montrent que et 

^ 2 (^) ont respectivement les signes de sin(^7c et cosptt, et que les 
fonctions 2 r 3 (p), qui ne s’annulent pour aucune valeur 

r^elle de sont toujours positives. 

Les formules (XXXIV2-3) montrent qu’il siiffit d’etudier la va- 
riation (<) des fonctions en faisant 

varier de o a 1 . 

En prenant les d^riv^es par rapport a on tire imm^diatcment 
de Liquation (XXXIII7) 


d 2r;(v) 

%{i>) 


= — 


( 


pu 


Jll 

lOi 


)■ 


Quand augmente de o a = 2 C 0 | ^ augmente de o a et pu 
diminue de H- 00 a ei : le second membre diminue done de — 00 a 
-f- or cette dernifere quantity est negative; par 

consequent, la fonction va lodjours en diminuant : pour p un 

pen plus grand que o elle est positive et tr^s grande, comme loute 
d4rivee logarithmique d’une fonction r^elle qui vient de passer 
par z^ro, et ainsi qu’il r^sulte, d’ailleurs, de ce que 3', (o) est 
un nombre posilif et de ce que la fonction 3, (f ) est positive dans 


(') HAI.P8XN, t. 1, p. a85. 
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rintervalle (o^i). D’ailleurs (XXXVa), pour la fonction 

2?' ((^’) est nulie. 

4 insi , quand ^ auginente de o a ^ , la fonction d^croil de -f- oo 

a o et, puisque la fonction 2r, reste constamment positive, il en 
est de m^me de la fonction par suite, enfin, aug- 

mente. Quand v aiigniente ensuite de ~ a i, (^) dimmue en 
reprenant sym^triquement les m^mes valeurs, a cause de T^galit^ 

La fagon dont varie 2 r< (i>) pour des valeurs rdelles de p est done 
tout a fait analogue a la fagon dont varie la fonction sin ptc. 

A cause de l’egalit6 


on volt ensuite qne2r2(^’) varie comme cosptt. 

Maintenant les egalites (XXXIIIg) donnent encore, en prenant 
les derivees par rapport a c, 







] 


et, en particulier, 


£ SrUO 

dv ^4 ( p ; 


— — 4 ^ 


I [p(m 



Quand u aiigmente de o a p(w + W3) augmente de ^ e^] 
la quantity entre crochets, dans le second membre, augmente 

done de e3 -H ^ a ^2 + ~ • La premiere de ces quantit^s est nega- 
tive, la seconde positive. Lors done que p augmente de o a^, le 
premier membre, d’abord positif, s’annule pour une certaine va- 
leur p=Po, puls devlent negatif. La fonction augmente 

quand p augmente de o k Pq, dlminue quand p augmente de Po k - ; 
elle est nulie pour p = o, elle sera done positive pour p = Pq ; enfin 



m 
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pour = i on a 

a,(i) = &,(o) = 9,yl; &i(5)=‘>; 

on voitdonc que la fonction reste constamment positive et 

que la fonclion 2^4 (p) augmente constamment depuis 34(0) = qoql 

jusqu’Si ^i(^^'^=^3{o) = q(,gl; lorsque (> augmente ensuite de 
I, S4(<^) diminue en reprenant symdtriquement les m^mes 
valeurs k cause de I’^galite 

3*4(1 

Ainsi, pour ce quiest du sens de la variation, la fonction 2r4(p) 
se comporte comme ferait la fonction i — 2 cos 2 w, si q 6tait 
plus petit que de m^me, la fonction 2^3 ((^) se comporte comme 

ferait la fonction i -|- 2grcos2'itv, siy ^tait plus petit que -• 


IV. — Transformation lin6aire des fonctions 

176 . Nous avons suppose jusqu’ici que les quatre fonctions 2 r 
etaient form^es avec le m^me couple primitif 2(0^, 20)3, ou plul6t 

avec le m^me rapport Supposons maintenant que Ton 

remplace le couple 20)3) par le couple propremen t Equiva- 

lent (2Q<, 2Q3) tel que Ton ait 

Ql == aWi H- &Ci)3, Os = CU)i - 4 - flftUs, 

ou a, 6, c, d sont des enliers qui vErifient la condition ad--bc’=^\> 
Cela reviendra a remplacer 


par 


V 



u __ V 


z = t, q- 




T 


c -¥■ dz 
a’\-bz^ 


0 = e™, 


r,,,Tri3 par 


* Hi = «>)!-+“ Hj = 
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et enfin gr2, par les quantiles Qo, Qi, Qj, Qs formies 

au moyen de q comme g^o, q\^ q^y qi au moyen de gr. On obtien- 
dra ainsi quatre nouvelles fonctions que nous d6signcrons par 

%{y\T)y 32 ( v [ t ), %(y\T), %(v\T). 

SI Ton applique les formules (XXXIIIi.^) aux fonctions 
(3’(w|i24, Q3), Qg), <^n{u\Qiy Qz)j a’3(M|^2^,Q3) qui ne 

sont autres que les fonctions form^es avec les 

demi-p6riodes 0)4, 103 et affect^es d’indices [ jl , v dont la valeur 


est fixee par le 

Tableau (XX.), 

on trouve de 

suite 


1 

Ui 

= e»H,n,va,(v| 

t), 

(XU) ( 

1 ( 2 ) 

i 

2QoQfQ‘o'XM 

==e2H.a,v« 2,,(v 

It). 


1 (3) 

OoOlo'ij.li 

= e»".fl.v*&,(v| 

t), 


(4) 

(JoQ|<3'vM 

_ g2H,a,v> 2r4(v 

|t) 


et ces formules, si Ton connaissait X, [x, v, fourniraient, par la 
comparaison avec les formules m^mes d’oii on les a tiroes, des 
relations entre les fonctions 2 r((^|T), 3 (v 1 t). Les formules 
(XXXIIl9_4 2)j appliqu^es de la m^me fagon, permeltent de falre 
im pas de plus. ^ 

177 . Mais il convient tout d^abord de faire, sur la significa- 
tion des radicaux, qiielques remarques analogues a celles du 

n" 129 . 

Les quantit^s ^£2 — £3, — E3, — E2 doivent 6tre d^- 

finies par les formules 

I V El — Eg = i 2O0O! QS 

v/ei — Eg = 

Vei — Kj = 

ou, dhs que Ton a fix^ la signification de ^ il ne resle rien 

d’arbitraire. Or, si Lon remplace e^, £2, Eg par ex, ey, rien 
n’autorise k penser que les racines quatrifemes que Ton vient de 
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d^finir soient les m^mes que celles qui feonl d^finies par les for- 
ilQule$ (XXXIs); ainsi, si Ton a £2 = 62, £3=^3, on ne pent 
nullement affirmer que ^£2 — £3 soit ^gale k ^62 — ea, mais seu- 
lement que ^£2 — £3 est ^gale k multipli^e par une 

racine quatri^me de I’unit^. En gdn^ral, les quantiles (e2 — £3)®? 
(ei— *£3)^, (e< — £2)^ sent identiques aux quantit^s (^2 — ea)^, 
{e^ — 63)2, (^4 — ^2)* rang^es dans un certain ordre, ensorle que 
Ton peut affirmer que les quantiles ^£2 — £3, — E3, ^E^ — E2 

sont respectivement identiques aux quantiles ^62 — <33, 

— €2 rang^es dans uncertain ordre et multipli^es chacune par 
une racine huiti^me de I’unit^ convenablement choisie. 

De m^me, en conservant a g le meme sens qu’au n® 101 , il est 
clair que Ton a 

(£ 2 — Ej)*(Ei — E8)*(Ei — E2)2 = (^2— ^3 («1 ~ ^3 )M “ ^2 , 

et la formule (XXXI4) montre que I’on doit avoir 
(XLIe) = 

e ^tant une racine huitifemc de I’unite convenablement choisie. 


178 . Quoi qu’il en soit, il est manifeste que, en adoptant ces 
notations, les formules (XXXIlIo_4 2) nous donnent les suivantes 


(XLI) 


(7) 
]( 8 ) 
I (9) 

\ (10) 




V^Uj - Es 


= 3^2 f V I T ), 



e*H;ftiV*2r3(v | t), 
= v|T). 


Reprenons maintenant les formules (XXX1II9_)2) elles-m^mes 
et observons que les trois derniSres entrainent la suivante 

ey o'® w= Si STa+i ( p), 

oh Cl est ^gal k quelque racine huiti^me de I’unit^ qui peut d’ail- 
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leurs ddpendre de a, p, y. Appliquons cette formule en prenant 
pour les nombres a, p, y successivement les nombres X, p, v; u, 
V, X; V, X, p et observons que J/ej — E3 , (/ei — E3 , — Ea ne 

pen vent diff^rer respectivement de — ex, \/e>. — e^, 

que par des facteurs ^gaux h quelque racine huiti^me de I’unit^; 
comparons les formules ainsi obtenues aux formules (XLl8_<n)» ct 
la formule (XLI7) k la formule (XXXIIIo); observons enfin que la 
difference — 2 h^q,v* se reduit manifestement , en vertu 

de la relation 7|^(JL)3 — k I’expression bvyTzi et nous 

parviendrons au theoreme snivant : 

Quels que soient les entiers a, c, d verijiant la condition 
ad — bc=^ on aura, en designant par e, e', e'', t”' des racines 
huitiemes de V unite dont les valeurs dependent de a, 6, e, rf, 
les formules que void 

(1) e =2ri(vlT), 

( 2 ) e' /aH-6T | I t), 

(3) e" s/a^bx (p | t ) = \ t), 

(4) t'" sja-^bz %+i ( p 1 x ) = 

oil les nombres X, p, v "^ont donnes en fonction de a, 6, c, d 
par le Tableau (XX^). 

179. II reste a determiner, dans chaque cas particulier, les ra- 
cines huitiemes de Tunite e, e', £% . Nous observerons tout 

d’abord que ce n’est pas d’une racine hiiitieme de 1’ unite qu’il 
s’agit vraiment, mais seulement du signe d’une t-acine carree. 

En effet, pour chacun des six cas du n” 128, nous avons deter- 
mine, sans ambigmte, dans le Tableau (XX7), les valeurs des ra- 
dicaux y/E2 — Eg , y/Ei — E3, y/E^ — E2. Des lors les racines qua- 
triemes v^E 2 — E3 — E3 , ^E| — E2 ne peuvent avoir que deux 
valeurs egales et de signes contraires, et c’est entre ces deux va- 
leurs qu’il s’agit de choisir. Nous aliens d’ailleurs montrer que 
quand le choix a ete fait pour I’un des radicaiix, il s’impose pour 
les autres : en d’autres termes, on peut exprimer, sans ambiguYte, 
trois des quatre racines e, s', e", e"' k I’aide de la quatrierae. 

Remplagons, par exemple, dans I’egalite (XLiII<), v successi- 


(XLIl) 
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vement par v-f-ij v+^t, v + i + ixet, par consequent, 

<^par(^+i(a + 6 t), rf'r), (^ + i(a-hc) + i(6 

En faisant usage des formules (XXXIV), en reduisant et en 
comparant les resultats obtenus aux trois egalit^s (XLIl2_4), on 
obtient aisement, dans les six cas du Tableau (XXo), pour les 

e' f!' e'" 

rapports egallt^s 


I ab * 


(XLH,) 


ab + rd 


-f- /»r 4 - 4 - c 4 * 


^ = 


ou m', 7 ?i", m'" sont trois nombres entiers dont la valeur est donn^e 
par le Tableau suivant : 




20. 

30. 

40. 

50. 

60. 

m' 

— I 

— i 

— 1 

— I 

b 

b 

m" 

— I 

b^d 

— I 

b-^d 

* 

— I 

\ 

d 

— 1 

d 

— I 

— 

— I 


II s’agit done finalement de determiner seulement s, dont la 
valeur, comme nous I’avons fait observer plus haul, ne depend 
que dusigne d’une racine carree. La determination de ce signe en 
fonction explicite des nombres a, b, c, d est un des problemes 
difficiles de la theorie qui nous occupe : il a ete resolu pour la 
premiere fois par M. Hermite (*). Avant de donner la solution de 
ce probleme, nous commencerons parindiquer un moyen qui per- 


(*) Sur guelgues formules relatives d la transformation des fonctioas ellip- 
tigues (Journal de Lhuville, a* s^rie, t. Ill, p. a6). 
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mettra de determiner effectivement la valeur de e, toutes les fois* 
que les nombres a, 6, c, d sent donnes. 


180. Nous effectuerons d’abord celte determination pour les 
deux substitutions propres 

C :)■ U :) 

qui, par repetition et combinaison, engendrent toutes les autres. 
Pour la premiere de ces deux substitutions, on a 


done 


ni=tOi, iia = (Oi -f- (1)3, 

ni= TQi, 113 = rii-h r^ 8 , 


T = T H- I , V = 

Qo = 


i - 1 LI±iL!Lf 

p, Q = — ^ , 

Ql=^l. Q2=ys, 03=^2 


et Ton est manifestement dans le cas 2 ^ du Tableau (XXo), 
OuX= 1 ,[JI= 3 ,P=: 2 . 

li serait done aise, dans ce cas particulier, d’arriver au resultat 
en se servant des formules de transformation pour les fonctions 
et des forraules de passage des fonctions d aux fonctions S : en 
effet, les resultats precedents etles formules (XLI5, XXXI3) four- 
nissent sans peine les relations 


v/es— fi3 = 
V^Ei — Es = 
v/ei — - Ej = 


a / = sj i\J 63, 

y 2 U)| 


qui pemettent d'achever les calculs. 

Mais il est encore plus simple de recourir aux formules 
(XXXII, _,) qui d^finissent les fonctions 2r. On voit immidiate- 
ment, sur ces formules, que, par le changement de gr en — y, les 
fonctions 2 f 3 ((') et 2r,(t)) s’6changent, tandis que les fonctions 
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q et q restent invariables, et Ton parvient ainsi 

aux formules 


(XLIII) 


(1) 3i(<^|T-f-i) = v^^i(p|t), 

( 2 ) 2 r 2 (plt-f-i) = /F2tj(p |t), 

(3) Sr3(p|T-J-i) = 3‘4 (p| t), 

(4) 2r4(p|T-+-i)=2r3(HT). 


On voit que, dans le cas consid^rt^ en supposant qiie I’on 
prenne y/a -}- At = =i, on a 

£ = £' = y7, t" = £'" =:r I . 

Ce r^sultat est d’ailleurs conforme au Tableau (XLIIo). 


181. Pour la seconde des deux substitutions considerees 
on a a = o, 6 =t,g = — i,<i=o, 


done 


ni = t 03 , 

111 = 7)3, 


fts = — t»>l , 
Ii3 = ~-ra, 


T = ■ 


V 

V = 

T 


v/|=^ 


et Ton est manifestement dans le cas 5” du Tableau (XXo), 
ou X= 3, a= 2 , v= I. Les formules (XLIIi_ 4 ) donnent done 

I y 7T i 

I - - j = ^ 

( V u^TZi 

^ — i j = e"'v/^e~2r2(p|T), 
et I’on a, d’apr^s le Tableau (XLIIo), 


^ — I ^ - i 


Portons notre attention sur la Iroisi^me des formules pr^c^- 
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dentes ou figurenl des & de m^me indice et que Ton pent ^crire 



t'* TZi 





Le second membre de cette ^galitd apparait comme une fonc- 
lion univoque de et de t; p ne figure pas dans le premier 
membre. On pourrait craindre que la determination du premier 
membre ne dependit de la valeiir de en sorte que le second 
membre fut toujours ^gal a Tune des determinations du premier, 
mais lant6t a Tune, tantdt a Tautre, suivant les valeurs de On 
pent bicn prevoir qu’il n’en est pas ainsi, puisque, t etant donne 
et y/^ etant choisi arbitrairement, e" doit etre entierement deter- 
mine; mais il est bien alse de le reconnaitre autrement. On veri- 


fie de suite, en effet, que les zeros de 



coincident avec 


les zeros de 2 r 3 (i^ | t), et, comme ces zdros sont tous simples, il est 
clair, d’apres sa forme, que le second membre ne peut etre qu’une 
fonction continue de il ne peut done passer d’une valeiir con- 
stante a une autre valeur constante; il ne peut etre egal qu’a une 
seule et meme constante, A Ton a, en parliculier, 



STsIoIt) 


ce qui fixe bien le sens de e" quand t est donn^ et que la determi- 
nation de y/r est fix^e. 

Le premier membre ne peut prendre qu’un nombre fini de va- 
leurs deterniinees; le second membre apparait comme une fonc- 
tion de t sur laquelle nous allons pouvoir r^peter a peu pr^s le 
raisonnement precedent. Fixons tout d’abord le sens de y/r. La 
partie imaginaire de t est positive; on peut done poser 

t = p 

en supposant que les nombres reels p et 0 verifient les conditions 


0 < p, 


o<e<tr. 
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Nous adopterons pour y/x la determination 


en supposant y/p posilif ; le point y/r est alors situe dans Tangle 
forme par Taxe des quantites reelles positives et I’axe des quan- 
tites purement imaginaires k coefficient positif; il se deplace d'une 
fagon continue dans cet angle quand le point t se deplace d\ine 
fagon continue au-dessus de I’axe des quantites reelles. Cette de- 
termination de y/T etant adoptee, la quantlte 

v/; ^s(o|T) 

est une fonclion univoque et continue de t; c’est done une seule 
el m^me conslante. 

Si nous prenons, par exemple, p = i, 6 = nous au- 

rons 

± ^3(0 1 0 _ j 
/iSr3(o|e) 

d’ou, puisque s', e", s'" sont egaux a ts, 


£ 



7i' 


Finalement les formules de transformation sont ici 


(XLIIl) 


(5) 


1 0 

1 

JZ 

)= --7=« ^ 2r,(o|T), 
isji 

(6) 

"-(l| 


TZ it'* 

1= — e T &4(‘’l't), 

. '-y 9 

( 7 ) 



Tt/V* 

1= ^ 

yji 

(8) 

^‘(;l 


JZ 

1= &,(p|.). 

V« 


On observera que, dans ces formules, la partie reelle de ^ est 
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positive. On a, en effet, 



elcos(5_|) 
o et -TT. 


est un nombre positif, puisque 0 est compris entre 


182. Ces formules se rapprochent natiirellement des formules 
(XXXIIo_^ 2 )- En changeant, par exemple dans la premiere de ces 
formules, t en — - el en il vient 


H 

d’ou, en comparant a la formule (XLIIIu), 


En changeant, sous le sign^e n en — n, on obtient done la pre- 
miere des formules du Tableau suivant, dont les autres se dedui- 
sent de la m^me fa^on ; 


(XLIV) 




TUi , 


* n 


s/i 


s/z 


^ est rinverse de ^ et doit done avoir sa partie r^elle positive. 

A 


183. Pour = 0, les formules (XLIIIu ^s) nous donnent les re- 
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latioDS 

(9) 3(',(oli: + i)= /j2ri(o|T), 

(,IO) &i(0|T + l)= v/t’2fi(o|t), 

(ii) 2r,(o|T + i)=2r*(o|T), 

(la) 2r*(o|t-+-i) = 2rj(olT); 

(13) 3r;|^ol— = — /« •t/T2ri(o,|T), 

(14) 3,(ol-i)= 

(XLIII) ^ 

1 (i5)' 2 rs(o|- i)= ^> 3(0 1 1 ), 

[(. 6 ) ^ 3(0 (-;!)= ^& 2 (o|t). 

184 . A ces relations se joignent imm^diatement celles qui con- 

cement les transformations lin^aires correspondanles des fonc- 
lions h(T), <p(t), ^(t). 

Lorsqu’on remplace t par t 4- 1 , 5^ est remplac^ par — gr, el 
q\ restent inalt^r^s, tandis que ^2 et ^3 s’^changent; on a done, 
sur la definition meme des fonctions Ii(t), cp(T), ^(t), x(^)? 

/ (I) h(T-4-l)=(/7h(T), 

I (a) + 

(XLV) { ^ 

( 3 ) 

[( 4 ) 

185 . Lorsqu’on remplace t par — on deduit facilement la 

relation qui concerne h(T) de la relation (XLIII13) en faisant 
usage de I’egalite 2 r^ {o)= 2Tch*(T). On a ainsi 

h* ^ — /7Tv/Th3(T) 

Cv/Th(T), 


(XLIII) 


et, par suite, 
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oil C est une racine de runit6*. On a fait observer (n® 181) 
que sf: est une fonction univoque de t; en r^p^tant les raisonpe- 
ments de ce num^ro, on voit imm^diatement que C ne depend 

pas de t; d’ailleurs, pour t = /, on a C = ~; il vient done fina- 
lement 


(XLVs) 


K-O-fw' 


Quant aux fonctions cp(T) et on a d’abord (XXXVIIIj.Q 


Cp - - =:d=tKT), 


done 


ou le signe ne depend pas de t. Mais si Ton suppose t puremenl 
imaginaire, les fonctions <p et sont reelles et positives ; on a done 
dans tous les cas 


(XLVe) 

et, ce qui est la meme chose, 




(XLV,) 






Enfin la relation Ton a 

x’(--;)=x’(^). 

<rou 

x(— :^) = Cx('')> 

en d^signant par G une racine cubique de I’unit^ qui est la 
inline, quel que soil t. En observant que pour une valeur pure- 
ment imaginaire de t la fonction y (t) a une valeur r^elle et posi- 
tive, comme il r^sulte de sa definition, on voit que C est egal k 1 ; 
on a done 

(XLVa) 

T. et M. - 11. 
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186. Les formules qui pr^c^dent nous permettent, par r4pM- 
tion et combinaison (n“ 149), d’oblenir, chaqiie fois quea, b, c, d 
ont des valours num^riques donn^es, les formules de transforma- 
tion lin^aire pour toutes les fonctions consid^r^es. Le problSme 
de la transformation lin^aire des fonctions 3 et des fonctions ^(x), 
X(^)) consid^r^ comme r^solu. 

Parmi les substitutions lin^aires dont on fait souvent usage, 
nous citerons les suivantes, oi el n sont des entiers quel- 
conques, 


(XLV.) 


(XLV,o) 


n 


<p(x + 9n) =i‘^(p(x), 



(}.(x-+- 2 n) = iKx), 



tj>(T -+- ‘in 



(XLVu) 


X(x-H-2n) =t‘x(''). 


elles resultenl immediatement, par combinaison ct repetition, des 
formules pr^c^dentes, 


187. Le Tableau (XX7) permet d ecrire immediatement, dans 
les six cas possibles, les valeurs de {r) — k (r) et de 
4 «(t) = A-'(t) en fonction de ({i‘(x) = A-(x) et de t{-«(x) = A''(t). 
11 suffit pour cela de tenir compte des relations 


A(t)== — 


/gj— 

/El — ia 


A'(t) = 


/bi — Et 

/e,— E a 


Mais les resultats precedents permettent d’obtenir davantage; 
on peut, en effet, en deduire ^*(1) et en fonction de (p“ (x) 

et de 42 (x) dans les six cas consideres. En faisant usage des for- 
mules (XLII) et en posant 


,s(t)=/A(t) = /L <]/*(?) = /A:’(t) = /^. 
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on a 

/- 2r2(olT) _ £' Srx+i(olT) | t) 

2r,(olT) “ e' &^+,( ojt) Vi(°h)’ 

IT’ — '*') _ £! ^v+l(o 1 1) + &v+jHjO 

'' ^3(o|T) e" 2r|x+l(olT) “ ‘ S|A+l(0|x/ 

d’ou rdsiiltent imm^ diale men t, en tenant compte du Ta- 
bleau (XLIIfl), les formules annoncees dans les six cas du Ta- 
bleau (XXo) : 



1". 

Oo 

3«. 

4^ 

5-. 

6«. 

11 

C(i 

\fk 

s/k' 

i 2 1- 
v/T 

//c' 

cd 

i 2 

rM' 


nh 

nh 

r-i'H 

■tk 

A 


ah 

ah 

11 

i 2 y/ 4-' 


ik 

/A- 


Sur ce Tableau, on observe imm^diaiement que les quantiles 
^«(t) = ne sont susceptibles que de six 

valeurs, savoir : 


Ces six valeurs sont precisement celles que prend un rapport 
anharmonique quand on y permute de toutes les fagons possibles 
les qualre ^l^ments. 

188. Les formules (XLV) nous permettent d’^tablir quelques 
relations importantes qui nous seront utiles plus tard; ces rela- 
tions concernent les invariants de toutes les substitutions lin^aires, 
et e’est sur ce point que nous allons maintenant fixer notre atten- 
tion (*). 


(‘) Voir Rausenberger, Theorie der periodischen Functionen, p. 867 . 
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Les formules (XLIII) mettent en Evidence ce fait que chaque 
fonction sym^trique entifere de degre /i, des quantiles 

2 r|(o|T), ^4(0 h)» 

nc change pas lorsqu’on remplace t par t + i et se multiplie 
par T*", lorsqu’on remplace t par — 

Le quotient de deux fonctions sym^triques enti^res, de m^me 
degr^, des quantit^s 

2^1 (oh), 2 r 8 (ohX 2 r|(oh) 

ne change done pas lorsqu’on remplace t soit par t + i , soil 
par — i; il ne change done pas lorsqu’on effectue surTiine trans- 
formation Jin^aire quelconque. 

Parml ces quotients, les plus simples sont ceux que Ton pent 
former a I’aide des trois fonctions sym^triques el^mentaires 

2 r|(oh) 2 ri(o|T) 2 rS(oh)- 

Considerons en particulier le quotient 

[ 21 ( oh) + 2l(oh ) + ^!(oh)? . 

2 rl(oh) 2 r|(oh) 2 !(oh) ' 

il s’exprime simplement en fonction de En tenant compte de 
la definition (XXXVII|_2) de \/k' et de la relation /r- + — 1 , 

on trouve immediatement pour sa valeur 

8(1 — A-2-4- _ (n-A^-f- A '*)3 

On designe habituellement par J(t) et Ton nomme invariant 
ahsolu des fonctions doublement periodiques la fonction dc t, 

(l — A 2 -hA ^)3 

(xxxviig) J(T) = 

nous venons de voir qu’elle ne varie pas lorsque Ton effectue 
sur 'T une substitution lin^aire quelconque (a<i — 6c = 1 ), et que 
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Ton a 

r^S(oh) + BrKoh) + 3r8 (o|T )]3 ^ 
2ri(olT)&!(olx)&!(o|T) ^ 

De plus, comme la relation (XXXVIo) 

3rj(o I t) = &|(o 1 x)-4- 2r^ol t) 
enlraine la suivante 

^|(o|T)^|(o|x)-+-^|(olT)SrJ(o|x) + &J(olT)&|(olx) 

= ^[Sr|(olT)-hSr|(o|T)4-Sr5(o|x)]2, 

on voit, en appllquant le ih^oreme fondamental sur les fonctions 
symetriques, que tout quotient de deux fonctions symetriques 
quelconques, de m^me degr^, des trois quantit^s 

est une fonction ralionnelle de J (t). 

189. II est facile d’exprimfr J (t) en fonction des invariants ^2 
ct ^ 3 . Comme on a 

€ 1—63 

il vient immediaUment, en tenant compte des relations 


-h ^2 -+" 63 — O, 

^2 

^’l ^2 "t" ^2 ^3“^ ^3^1 = — 

g = (es-es)*(e3-ei)’(e,— e2)>= ^ “ 27<ri). 


la formule 
(XXXVIIsw,) 


J(T) 




Dans les notations de M. Weierstrass, on envisage souvent le 
quotient ^ 
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comme invariant absolu. Enlre J(t) et cet invariant, on a imm^- 
diatement les relations trfes simples 


S'l 


J(T) = 


33 


^2 _ 
27^3 


V. — < G6n^ralit6s sur les transformations lin^aires. 
Transformation lin^aire des fonctions cp(T), t};(T), x('^)* 


190. Pour ^tablir les formiiles de transformation lin^aire g^ne- 
rale pour les trois fonctions cp(T), 'i('r), x('") Hermite, ce 

qui, d’apr^s le Tableau du n®187, revient a la determination d’uu 
signe 4- ou — qui peut d^pendre des quatre entiers a, c, rf, il 
nous faut d’abord commencer par etudier de plus pres ce mode de 
transformation. 

Nous designerons sous le nom de transformation lineaire I’o- 
p^ration qui consiste k remplacer t par 


dz 


e, d etant 


quatre entiers qui verifient la relation ad — 6c = 1 ; elle se repre* 
sentera par le symbole j * 


6 ~ x ) deux symboles de transformation 


lineaire, le symbole 


(i 


- dz c'- 
■ b'z^ a' 


d\ \ 

-b'z) 


representera I’operation qui consiste a remplacer t par 


C “i— d 


a-\-b 


c'-\- d'x 

a'-t- b'z _ ca' dc' {cU dd')z ^ 
c'-+- dz ad-v- bd {ab'-\- bd')z ' 
a'-H b'z 


cetle operation est manifestement une transformation lineaire. 
Elle sera dile composie avec les transformations 

ic-^dz\ / c'-h dz \ 

\a-\-bz/^ \d-hb'z/ 
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( c* [ d"z\ 

j est un troisifcme symbole de transfbr- 
mation lineaire, le symbole 

/c-hd'z c'-\-d'z c"h-c?"t\ 

\ a H- 61: ’ <7/ 4- 6 ' X ’ a" ->r b"z/ 

repr^sentera Popdration qui conslste k remplacer t par 

/ ^ t ,11 J vs d”x 

ca dc ^ (ch dd!\ -r. tj- 

^ ^ a " b z 

t I, t / 7 / 7 d"z * 

CiCi ” 4 “ be “ 4 “ ( db “ 4 — bd ) — r, ttt ” 

^ a -4- b'‘z 


et I’on voit sans peine que cette operation est encore une trans- 
formation lineaire. Elle sera dile composee avec les transforma- 
fc'-\-d!z\ fc''-^d'\\ 

{wtf-.)- 

L’operation qui consiste a remplacer i par ^ ^ est iden- 

lique a I’op^ration qui consiste a remplacer respectivement , (Oj 
par ati), 4 - 60 ) 3 , co), 4 * rftos : e’est Pop^ration que nous avons d^- 
sign^e ail n® 146 sous le nom de substitution^ et que nous avons 


representee par le symbole en sorte que, si Pon con- 

serve les notations des n® 146-147, on voit que Pop^ration 


/ c dz c' - 4 - d’z c” - 4 - G?"x \ 
\a-h6x’ a'-H6'x’ o!'~\-b”z] 


revient a la substitution (< ) 

la b\la! h'\la h” \ 

\c d)\d d')\c" d'Y 

11 est clair que dans un symbole de transformation 

[c-^dz d-\-dz c”-^d'z \ 

\^bz' dTb^^' a'4 6"x’ “V’ 

on pent grouper ensemble deux ou plusieurs termes consScutifs^ 
de m^me que dans un produit symbolique de substitutions on 
pent remplacer plusieurs facteurs symboliques par leur produit 
effectue. 


(*) Voir, en particulier, la note finale du n® 146 , t. I, p. 241. 
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L’op^ralion qui consiste k remplacer t par t est la transforma- 
tion identique. 

La transformation est la transformation ini^erse de 

le symbole de transformation 

/ c -+• dx — c-+-at\ 

\a-hbx^ d — bx J 

repr^sente aussi la transformation identique. 


191. Le th^or^me ^tabli aux n®* 148-150 peutmaintenant s’dnon- 
cer de la fagon suivante : Toute transformation lineaire pent 
s^obtenir par la composition de transformations de la forme 


(x±i),(- i). 


D’ailleurs, la r^p^tition de n transformations de la 


forme (t± i) ^quivaut a une transformation de la forme (t ± 1 / 2 ) ; 
la composition de deux transformations de cette derni^re forme 
reproduit une transformation de m^me forme; enfin, la composi- 


tion de deux transformations ^ reproduit la transformation 


identique, qui n’a pas d’influence. Rien n’emp^che done d’6non- 
oer ce thdor^me de la fagon suivante : 


Toute transformation lineaire peut &tre representee par un 
symbole de la forme 



T-h/li, 



X 


I 

X -H /I2, — — > T -h /I3, 
X 



/?!, /I 2 , /i 3 , ... 6tant des nombres entiers positifs on n^gatifs. 

Le premier et le dernier des ^Idments de ce symbole peuvent 
d'ailleurs 6tre de I’une ou de I’autre des deux formes t + n, — 

X 

Par exemple, la transformation se representer par 

le symbole 

+ _I, x + 3, _ 1, x_ 5\ 


c’e8t-4-dire que Ton a 


5x — 27 ^ 
3t — 16 


I 


3 - 


I 

T — 5 
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192. Nous dirous qu’un eusemble de transformations Hn^aires, 
en nombre (ini, constitue un groupe si la transformation iden- 
tique fait partie de cet ensemble el si toute transformation obte- 
nue en composant deux transformations de I’ensemble appartient 
aussi k cet ensemble. D’apr^s cela, I’ensemble de toutes les trans- 
formations lin^aires constitue un groupe. L’ensemble de toutes 
les transformations lin^aires obtenues par r^p^tition et combinai- 

son des deux transformations (tH- 2 ), ^ constitue aussi un 

groupe. Si dans un groupe de transformations lin^aires on peut 
cn isoler un nombre fini ou infini qui*, prises dans leur ensemble, 
constituent un groupe, ce groupe partiel sera dit un sous-groupe, 
conlenii dans le groupe total. Ainsi, le second des deux groupes 
pr^c^dents est un sous-groupe contenu dans le premier. 

Nous appellerons fonction modulaire {') une fonction uni- 
voque de t qui reste invariable pour toutes les transformations 
lineaires d’un groupe. Telle est, en particulier, la fonction J(t), 
qui reste invariable pour toutes les transformations lineaires. 

Si line fonction univoque de r reste invariable pour quelques 
transformations lineaires, I’ensemble des transformations qui 
laissent cette fonction invariable constitue ^videmmentun groupe; 
en effet, la transformation identique fait partie de cet ensemble, 
puisque la fonction est univoque, et la transformation, compos6e 
de deux transformations lineaires de I’ensemble, laissant la fonc- 
tion invariable, comme les deux transformations composantes, 
appartiendra de m^me a I’ensemble. On dil du groupe ainsi form^ 
que la fonction consid^r^e lui appartient, 

Une fonction univoque de t qui, lorsqu’on fait subir k t une 
transformation lin^aire quelconque, ne peut prendre qu’un 
nombre limits de valeurs, est manifestement une fonction modu- 
laire ; elle appartient au groupe des transformations lineaires 
qui laissent cette fonction invariable; telles sont les fonctions 
^(t), x(t) pr^c^demment d^finies, et qui sont, 

comme on I’a vu plus haut (XXXVIIg), (XXXVIIl3,4,7)j li^es al- 
gibriquement a la fonction J (t). 

I..’^tude des fonctions modulaires, qu’il convienl de faire re- 


(' ) Cette d^nomiaation est due k M. Dedekind. 
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monter k M. Hermile, a Tobjet de d^veloppements considera- 
bles, dans lesquels nous ne saurions entrer ici (♦). En s’affran- 
chissant de la restriction, qui consiste en ce que les nombres a, 
bj c, d sont rationnels, on entre dans le domaine des recherches qui 
ont illustre le nom de M. Poincare, recherches que les travaux de 
MM. Schwarz, Fuchs, Klein avaient d’ailleurs preparees. 


193i L’un des probiemes qui se posent le plus naturellement 
est celiii-ci : etant donnee une fonclion modulaire, determiner le 
groupe auquel elle apparlient. Nous allons I’aborder pour les trois 
fonctions ^(t), x(t). 

Considerons d’abord les trois fonctions 






z!1Ll\ 


On reconnait tout de suite, en vertu des relations algebriques 
qui lient les fonctions cp, qu’elles ne peuvent etrc dgales 

que pour des valeurs particulieres de t, faisant acquerir aiix fonc- 
tions ^ certaines valeurs determinees : comme il est evi- 

dent, sur leur definition, que ces fonctions ne sont pas des 
constantes, on voit que les fonctions A, B, C sont, en general, dis- 

tinctes. Or Teffet des transformations (t±: i), est de les 

ranger respectivement dans les ordres 

C, B, A, 

A, C, B. 


Toute transformation lin^aire, etant composee avec celles-la, 
ne pourra done avoir d’autre effet que de reproduire ces trois 
fonctions, rangees dans un certain ordre, et chacune d’elles ne 
peut prendre que trois valeurs quand on effectue sur t une trans- 
formation lineaire quelconque. (*) 


(*) Voir, en particulier, les. nombreux M^moires de M, Klein dans les Mathe- 
matische Annalen, et son Livre Zur Theorie der Modulfunctionen, ainsi que le 
M^moire de M. Kiepert dans le Journal de Crelle, t. 87 . M. Hurwitz {Mathen, 
mati$che Annalen, t. XVIII, p. 628) a montr^ comment on peut envisager les 
fonctions modulaires directement et sans passer par Finterm^diaire des fonctions 
ThAta. 
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Cela s’accorde avec ce fait que I’on a 

j [1 — <P«(t) 4 / 8 (t )]3 [1 — 

'' (p»6(T)l^‘»('C) 

L’^quation du troisi^me degre en t/, 

(m — i)3-h J(x)w2— 0, 

que v^rifie la fonction montre bleu, en eftet, que cetle 

fonction ne peut prendre que trois valeurs pour les transforma- 
tions lin^aires qui laissent J(t) invariable, et les trois racines de 
cetle Equation sont pr^cisement A, B, C. 


194 . Les formules (XLV) montrent clairement que les trans- 
formations (tzL 2), ^ laissent la fonction A invariable. Re- 

ciproquement, toule transformation lin^aire qui laisse A inva- 
riable peut etre obtenue de cette fagon, de sorte que la fonction A 
appartient au groupe forint en composant les transformations 


(Tdza), 



de toutes les manieres possibles. 


Supposons, en effet, ie symbole de transformation ecrit sous la 
forme 




- > T -4- ^2, — - J T -H Ais, . . ) : 

T T / 


n^gligeons au commencement, s’il j en a, les termes de la forme 
T 2 ^ ? qui laissent A invariable , de sorte que le premier 

terme du symbole de transformation sera de la forme t -I- oti n 
est impair; si n n’est pas ^gal a i, on le decomposera en deux, 
X 4- 71 — I J T -f- 1 , dont on fera rentrer le premier parmi ceux que 
Ton neglige et qui laissent A invariable. Les deux premieres 

transformations, (t+ changent successivement Aen C, 

puis C en B ; vient ensuite un terme de la forme t Que n soit 
pair ou impair, la transformation (x n) laisse B invariable; 

puis vient un terme de la forme — ~ qui change B en G; puis un 
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terme de la forme t + Que n! soil pair ou impair, nous d^com- 
poserons la transformation (t4-/i') en deux, (t — i), (T-f-n'-f- 1 ); la 
transformation (t — i ) change C en A, et nous prendrons la transfor- 
mation (t-T-n'+i) comme premier terme d’une nouvelle suite 
dont nous traiterons les termes comme ceux dont nous venons de 
parler. En r^p^tant ainsi le nombre voulu de fois le m6ine raison- 
nement, on arrive finalement la conclusion suivante : 

Si une transformation lineaire laisse A invariable, son sym- 
bole sera form^ d’une suite de groupes de termes tels que 


I I 

T-+-I, , , T — I, 

T T 

groupes de termes qui pourront ^tre pr^c^d^s, sujvis ou s^pares 
les uns des autres par des termes tels que t 4- 2 /^, — on pent 

dire encore que la transformation sera compos^e de transforma- 
tions ayant pour symboles 

(x-t-an), ^xH-i, — x-h/i, — i, X — 

OU n est un entier pair ou impair, posilif ou ndgatif. 

Or la transformation correspondant au dernier symbole revient 
k remplacer t par 

T (n — i)x — /I 

= I = ; 

I nz — n — I 

n 

X — 1 


on reconnait d’ailleurs immediatement, en adoptant cette nota- 
tion, que I’ou a 




— I 


x„ — 


on aura done, en supposant n positif, 



el, par suite, 


( ( ■ " - -^-4 = / i,, 

\ nx — n —I / \ 


2 , 




LES FONCTIONS 3r. 


6l 


le sjmbole du second membre comprenant n termes de la 
forme — ^ termes de la forme t — 2. Comme on pent ^crire 

la relation pr^c^dente entre et t,i^i , 


on a aussi 


f 

T«=: 2 , 


I 




et, par suite, en siipposant n n^gatif, 

\ nz — n — 1 / \ 


^ + 2 , — - 


T_;,= 2 

/H-1 



le symbole du second membre comprenant n termes de la 
forme t + 2 et /i termes de la forme — -• 

On voit, en resume, que les transformations qui laissent 
invariable s’obtiennent en composant les transformations de la 

forme (t =b 2), ^ pourront etre representees par des sym- 
boles de la forme ^ 


T-+-2ni, T-f-2Ai2, 

/ii, rio, ... ^tant des nombres entiers positifs ou n^gatifs; d’ail- 
leurs, le symbole pent ^tre limits a droite et a gauche par des 

termes de la forme — ^ ou t + 2/2. 


195 . Les transformations lineaires qui laissent la fonction (t) 
invariable appartiennent certainement a ce type , et, en vertu des 
relations 

n 

X(tH-2n) = 

x(-^) =X(^). 

il est clalr que I’effet sur la fonction x('^) transformation 

pr^cedente est de la reproduire multipli^e par une puissance de i 
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dont rexposant est le sixi^me de ia somme 

-4- ti^ -f" /z-s . • • 

Si done on vent que Ik transformation laisse ^(t) invariable, il 
faut et il suffit que cette somme soil un multiple de 24 . 

196. Puisqne Ton a 

il est clair que les transformations lin^aires qui laisseront in varia- 
bles y*(T) ou laissant aussi invariable, auront tou- 

jours des symboles de la forme 

':-4-2ni, — T -4-2/12, — •••j; 

mais comme les transformations de la forme (T-f- 2 / 1 ) n’alterenl 
ni cp®(t) ni et que les transformations de la forme ^ 

echangent ces deux fonctions, on voit que si la transformation ne 
change pas ^^(t) ou son symbole devra contenir le lermo 

— i iin nombre pair de fois. Il suit de la que toutes les transfor- 
mations cherch^es r^sultent de la composition de transformations 
ayant des symboles de la forme 

(t- 4-2/71), T-4-a/l, — 

On reconnait sans peine, en r^petant le raisonnement du n° 194, 
que la derni^re transformation s’obtient en repetant n fois I’une 
ou I’autre des deux transformations inverses 

(t^)’ ( 7 ^)' 

suivant que n est positif ou n^gatif. 

Les transformations qui n’alterent pas les fonctions 

pourront done 6tre reprdsent^es par des symboles ou figu- 
reront, n’importe dans quel ordre, des termes de la forme 

T T 


X - 4 - 2 / 1 , 


I -f- 2T 
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197. Les deux d emigres transformations n’altferent pas la fonc- 

tion cp(t), landis que I’effet de la premiere est de reproduire cette 
fonction multipli^e pary/t'*. Si done on vent avoir une transfor- 
mation lin^aire qui n’altere pas il faudra la constituer de la 

mSme mani^re, avec cette condition, que la somme des nombres n 
qui figurent dans les termes de la forme soit divisible 

par 8. On reconnait, au contraire, que les sjmboles des transfor- 
mations qui laissent tj;(T) invariable peuvent contenir des termes 
de la forme en nombre arbitraire; mais que le nombre 

des termes de la forme — ^ diminu^ du nombre des termes de 

I — ‘IT 

la forme — - — ? doit elre divisible par 8. 

I -H 21 ^ 

198. Nous nous proposons maintenant d^^tablir les formules 

qui expriment au moyen de ^(t), /(t) les fonctions cp(T), 

^(t)j designant par 

c ->r~ dz 
T = -T- 

a-+- oz 

une translormation lineaire quelconque. Ces formules ont ^t^ 
donnees par M. Hermite (*). T^out ce qu’il y a d’essentiel dans 
I’analyse qui suit est du a M. Schlafli (^). 

Les resultats sont diff^renls, suivant que Ton se Irouvc dans 
Tun on I’autre des six cas du Tableau (XXo). Supposons d’abord 
que I’on soit dans le cas i®, en sorle que a, d soient impairs, c et 
itSlanl pairs. Cette transformation conservera (p*(T), comme 
il r^sulte du Tableau du n*" 187; elle aura done un symbole de la 
forme 

T-haj, — ■» 

les nombres a©, ... etant pairs, et le nombre des elements de 


(*) Comptes f'endus, t. XLVI, p. 5o8 et p. 71 ,). 

On remarquera que les cas 2 “ et 5® correspondent respectivement aux cas V 
et II de M. Hermite dans tous nos Tableaux de formules. Il y a correspondance 
complete entre le num^rotage des six cas dans les ForniBln und Lehrsdtze de 
M. Schwarz et le n 6 tre. 

(“) Journal de Crelle, t. LXXIl, p. 36o. 
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la forme — ^ 6tant pair- Si ce symbole commence ou finit par un 

terme de la forme — placera an commencement ou k la fin 
un terme de la forme t + o, de mani^re a obtenir, dans tous les 
cas, un symbole de la forme 

^T-+-aoj — T-+-<35l, — -h ^2nj 1 

ou tous les nombres 00 , 0 ). • • • > Oan sont pairs, le premier et le 
dernier pouvant seuls 4tre nuls. En groupant ensemble les trans- 
formations partielles telles que 

(~i’ “i)’ 


on peut encore donner au symbole la forme 

( T ao, — - — ; «2) — > * * •? ) • 

\ 1 — a\'z I — / 

Les transformations de la forme [x + a) changent ^(t) en 

a Ji 

laissent (j>(T) invariable et changent x(^) en 

les transformations laissent ^(t) invariable, changent 

a 

(}/(t) en f* etx('T) en 


on aura 


Ain — Cto -i- Cli -h . , , -h CL 2 ny 
Ain—X = 1 -h <^3 H- . . . -i- <^2«— 

cp(T) = i * <p(t), 

A-ft — 1 

()/(t) = t ‘ 

Aan-^ AtB— 1 

7.(t)=* ** X(^)- 


Nous sommes ainsi amends a chercher des expressions en fonc- 
tion de a, b, c, d, de nombres congrus, suivant le module i6, 
It Afn, a Ain-t et, suivant le module 48, a Ajn-f- 


199. La premiere forme da symbole de transformation montre 
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que Ton a 


c dz T 

— =r CIq — 

a-^hz I 

ai 


Cl^ “ 


^2«— 1 — 


Designons par — la r^diiite de rang m + i de la fraction con- 
tinue 


CIq - 




en sorle que Ton ait 


Ctin 


(“) 


7^0 — ^0) 7o = * » 

Pi= aQa^ — I, </i = «i, 

7?2 ^0^1 ^2 ^2 ^0) y 2 ®2 ^ ) 


Pfn — Pm— I — Pm— iy ^m — (^m^m-i — ^ m-ty 

^ m P m—\~^ P m^ m—i = *• 


L’expression de sous forme de fraction continue, montre 

que Ton a 


^ ~+~ ( ^2/t ) Pin~\ — Pln—^ Pin P^n—\ 

a-\-bz ~ {a^n-^ '^) q2n-\ — qi,i-i ~ qin-^^q^n-i 

et que, par consequent, au facteur — i pres, les nombres 5^2/2? ^2/2-1 > 
Piny Pin-K sont respectivement egaux aux nombres a, 6, c, d, 
Comme on ne change pas la transformation en changeant a la fois 
les signes de ces quatre nombres, et que, d’autre part, dans les for- 
raules finales, figureront seulement des functions paires de 
qm^s'i Piny Pin-\y rioii n’empeche de supposer 

qtn — ^y q%n — i — f^y 
7 ? 2 «= <^y Pln-\ = d. 

II suffit done d’exprimer K^ny ^in^\ par des nombres formas 
a I’aide des entiers p^ny Pin^\y ?2/i> qm^xy ^ des multiples de 16 
T. et M. - II 5 
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pr4s, pour avoir, dans le cas oil nous nous sommes places, les 
formules de transformation iin^aire des fonctions © et 

200 . Supposons les quantiles pr^ qr exprim^es explicllement en 
fonction de ao, • • • • ce seront des polynomes k coef- 

ficients + 1 et — I, oil Ton pourra grouper ensemble les termes 
de m^me degr^. D’ailleurs, dans chacune de ces expressions, on 
n’aura soil que des termes de degr6 pair, soil que des termes de 
degr^ impair, en sorte que, si I’on d^signe par ! ® 2 /I 7 

Ban-i ; Caw, Caw-i ; Daw, Daw-i ; Eaw, Eaw-i ; • • • des polynomes 
en ao, «2, • • • dont les degr^s respectifs sont ^gaux au rang 
des lettres A, B, C, D, . . . dans Talphabet, on peut ^crire, comme 
on le voit tr^s ais^ment, 

/ ( — lYptn = Aaw — Ga/i-hEare — 

\ ( — = * — Ban-i *+- Da/i-i — . . . , 

( — Daw — 

( — = — Aaw-i-f- Gaw-i — E2w-i-t- 

A la v^rite, le sens des symboles Aaw, Aaw-, a d^ji ete fix^ ; mais 
ils gardent leur signification, comme on va le verifier imm^diate- 
ment. En substituant, en effet, les valeurs que Ton vient d’ecrire 
dans les ^galit^s 

Pin =P 2 n- 1 ^ 2 n — Pin-i^ ^in ~ ^ 2 n—\^ 2 n ^ 2 n— 2 ’) 

p 2 n-\ = Pin—i^in—^. — /^2»— 3 » ^Sw-1 = ^2/t— 2^2w-l <i 2 n-i> 

on trouve de suite 

f Aaw= Aa/t-2“i" ^2«» 

Baw = Aaw-i ^2n"+“ Dt/t-2» 

C2w= Gjw-2, 

d’oii Ton tire 

Aa/i = ao-h af-H. . . -t- flfin, 

Aaw-i = ai -f- as -h . . . 4- (X'in-i , 

Baw — A| c^a “1“ Aj ^4 -h . . . -H Aaw—i CL^m 
^2/1—1 = AqO^I 4- Aa<X3 4- . . .4- A2/i~-2^2/l— 1» 

Gaw = Bj[ <12*+" 

Gtn~i = Ba^a-H. . B2/t~*^*2/»~i' 



A2W-I = A2W— 3 "+" ^*2rt— 1) 

Baw-1 = Aaw-a^^taw-i H-* Eaw-a? 
G 2 W-I = B 2 W -2 (^2n-\ •+• G2w-3» 
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D’ailleurs, puisque les nombres ... sont pairs, on a 

certainement, quel que soil Tindice r, 

Ar^o (mod. 2), Br^o (mod. 4), Cr=o (mod. 8), 

et les nombres D^, E^, ... sont ^videmment divisibles par 16, en 
sorte que les ^galit^s (j 3 ) entrainent les congruences (mod. 16) 

( = A.2;j C2rt, 

(— OVin-l = I-B2 «-i, 

— Bi;*, 

( — \ )^ — A2/i-iH- C2rt_i. 

L’avant-derniere des ^galites (S) pent s’^crire 



G2rt — (A2 — Ao) Bi 4- (A4 — A2) Bs-f-. . . 4 - (A2;t A2/t— 2) B2/»— 1 

= — AqBi A2(B3 Bi ) — , . . A2n— 2 (B2n-1 — B2;i-8) 4 “ A2rt B2/1-1 . 

Si, dans le dernier membre, on remplace pour chacun des in- 
dices r=2, 3 , ..., n, la difference B2r_i — B2r_3 par sa valeur 
A2r-2^2r-.i Gt B^ par = Ao^,, il vient 

% 

^2/1= Aq <^3 A I . • . Cl> 2 n—l 2 B2«— 1 . 

D’ailleurs on a, en general, 


^2r — l'^2r-"2 2Cl2r — l A2r — 2 (mod. 16)5 

en effet, la difference a2r-i -^2r-%{-^2r-2 — 2) entre les deux mem- 
bres esl divisible par 16, puisque a2r-i est pair et que le produit 
des deux nombres pairs consecutifs A2r_2j A2r_2 — 2 est divisible 
par 8. Ainsi, en negligeant les multiples de 16, la quantite 
ai Aq -1- ag A3 -h . . . + ct2n^i peut etre remplacde par 


9.(^1 Ao 4 - ag A24-. . . 4 - agn-i Af;,« 2 ) = ; 

on a done 

G2/» = B2;j— 1 4- A2/1 B2/1— 1 (mod. 16). 

On demontre exactement de la meme fagon la congruence 


Ggn-t «= — a B|n~2 4 - A2«-i 82/1-2 


(mod. 16). 
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Ces deax congruences perinettent d’^crire la premiere et la der- 
ni^re des congruences (e) sous la forme 

( |(n,od.i6). 

f ( aBjn— ) 

Dans le second membre de la premiere de ces congruences, on 
peut remplacer B^n-i par i — (— i ? puisque les deux 

quantit^s ne difftrent que par un multiple de i6. De m^me, dans 
le second membre de la deuxi^me, on pent remplacer par 

1 -p ^ — l)”y2/l-2- 
D’autre part, I’^galit^ 

q 2;, = Ctin^VLn—\ 

montre, en tenant compte de la derniere congruence (e) et de 
la congruence Cjr _4 = o (mod. 8), que Ton a 

<ltn = — ^tn~t — ( — I)"'**'* Ajn-i- 

Si le nombre pair S. 2 n-t cst divisible par 4} on a done 

gin^—qin -2 (mod. 8); 

mais, dans la seconde congruence (ri), B 2 rt_j est multiplid par 
le nombre pair A,„_t — ; on peut done n^gliger dans I’ex- 
pression de les multiples de 8, et, par consequent, rem- 

placer Ba„_, par i — (— iyg 2 n- Si Ajn., etait divisible par 2 sans 
retre par 4> le facteur Aj„_, — 2 serait divisible par 4, et I’on 
pourrait negliger dans I’expression de B 2„_2 les multiples de 4; 
comme a^n, sont pairs tous deux, on a toujours 

^jn = — t (mod. 4); 

on voit done que Ton peut encore remplacer par 

I— (— l)"y2/I- 

D^s lots, les deux congruences (ri) conduisent aux suivantes 


(-i)»/>*» sA,„-4-(a- A,4)[i -(— 1 (mod. 16 ) 



d’o{i I’on tire 
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Aia Ptn-i= Pm +2t/>»„-i ( *)"1 ! (mod. 16). 

Multiplions ces deux congruences respectivement par p2n^i ? ya/i J 
si Ton remarque que, en vertu des congruences (e) et de la con- 
gruence = o (mod. 4 )> on a 

I (mod. 8), 

92 n — * ) 


d’ou, puisque Aa/?, Aaw-i sont pairs, 


Ajrt P\n-i — ^in 
^ln-X^\n ^2n-i 


(mod. 16), 


on voit que Ton pent ^crire 

Aaa ^ Pin P 2 n-~i Pln-i Pin-i 2(“-* j 

^2n~l -I" ^2» ) 

Les seconds membres se rdduisenl, en tenant compte des con- 
gruences, 

qui r^sultent manifestement des congruences (e) et de la con 
gruence ^ o (mod. 16), et I’on a finalement 


[l — (— l)«/? 2 n-l ?^0 
[l — (— i)« 92 /i? 


(mod. 16), 


oil encore 


Aan 

A2/1-1 


PmPin—l •+■ P\n~\ ^ 

— qinqin-\-^ qln 


(mod. 16), 


= cd-\- c?* — I 

Afrt— 1 ^ ^ ^ 


(mod. 16). 


201 . Nous transformerons ces expressions de Aa/?, Aa/j^^ au 
moyen des congruences 

(a-rf)(a + rf+c)^o j 
(^<z — d) (^d -¥• d b) ~ 0 ) 

qui peuvent s’ 6 tablir comme il suit. 
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Ecrivons ies premiers membres sous la forme 

/>»«-! 

{^\n — P^n~\){q%n'-^ Ptn-\ ^2n-l)* 

En tenant compte des congruences (e), on voit que les deux 
quantiles pr^c^denles sont respectivement congrues (mod. 16) a 

( ®2 «— 1 ^2rt) "I” A-j/i )j 

(Ban— I — Ban) (2 — A-an— 1 )• 

II nous suffit done de montrer que ces deux quantiles sont di- 
visibles par 16. 

Pour la premiere, il n’y a evidemment lieu a demonstration que 
si Ton avait k la fois 

Ban-i — 4 (mod. 8), 

Aan^o (mod. 4); 

raais, si Ton ecrit la premiere de ces deux congruences sous la 
forme ^quivalente 

B2n-i+B2n=4 (mod. 8), 

on apergoit tout de suite qu’elle est incompatible avec la seconde ; 
car on tire de I’egalite 

<llnPln-l — Pln^ln—\ — 

el des congruences (e) la suivante 

Ban-i "+■ Ban = A-an A2n— I (mod. 16), 

et cette derniere montre que, si est divisible par 4, B2n_< + Ba,, 
est divisible par 8. 

On.deduit aussi de la demi6re congruence que Ton ne peut 
avoir k la fois 

B,n-i-~B2„s4 (mod. 8), 

Aan-i^o /mod. 4), 

et les congruences annonc6es sont ^tablies. 

Puisque a — d est divisible par 4 > que 6 et c sont pairs, il est 
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clair que ces congruences entrainent les suivantes : 


(0 

on en tire 


I {a — d) {a d ±L c) ^ o 
(a — d)(^a d^h)~o 


(mod. i6); 


a'^'±Lac ^d^±L cd 
a2 dn ^ db hd 


(mod. i6), 


ou les signes superieurs se correspondent. 

Les deux expressions de A 2 W, ^^n-\ peuvent done aussi s’ecrire 

k^n, ^ cd d'^—\^ ^ 

} (mod. 16) 

A2»-i = — -h I = — I ) 


et Ton a, 
tions 


par suite, dans le cas du Tableau (XXe), les rela- 

nr + fl *— 1 


a-^ bi 




cd + d^—l 

* tp(x)=i ‘ 7 (t), 


( , * V —rtb-ha^~i 






202. II est facile de verifier que, dans cbacun des cas 2 ® a 6® 
du Tableau (XXq), la transformation t peut etre envisag6e 

eomme composee de transformations (t+ i), ^ et de trans- 
formations rentrant dans le premier cas. Cela r4sulte du Tableau 
suivant, ou I’on a ecrit, a gauche, le num^ro correspondant du 
Tableau (XXo), et ou, dans le second membre, figurent chaque fois 
dans I’ordre voulu les transformations qui, par combinaison^ don- 
nent la transformation t. 


5 ° 


c — d dz 


-6h 

.{d- 


bz 

-c)z 


/ c dz\ __ /£_ 

\a d- bz) \a 

/ c -+- dz\ 

\a H- bz) — a)x 

/ c dz\ (d-\-{d — c)z 
\a^ bz) ~ V 


Z -h I 


)■ 


> T -4- I , 


z -t- I 


.( 6 . 


. > > x-Hl 

a)z z 


). 


\a-hbz/ \b — az zj 

/c-^dz\ /d-hc~-cz i\ 

\a -f- bz) ”” \6 - 4 " a — z) 


)• 
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On voit bien, en tenant compte de la parity des nombres a, ft, 
c, d dans chacundes cinq cas consid^r^s, qu’oulre ^ 

les transformations qui paraissent dans le second membre ren- 
trent dans le premier cas. Les transformations (t-4-i), ^ 
changent d’ailleurs (p(T) et t{;('r) en combinaisons de ces fonclions 
que font connaitre les formules (XLV). 


203. A I’aide de cette remarque et des formules etablies au 
n® 201 pour cp(T) et ^(t) dans le premier cas du Tableau (XXo), 
on obtiendra sans peine les m^mes formules dans les cinq autres 
cas de ce Tableau. 

Prenons, par exemple, le cas 4® • ci^ c sont impairs, d esl 

« Y I St 

pair; la premiere transformation est ~ supposant 

a=:ft, p = ft — a, Y = rf, c. On verifie bien que a, p, 

Y, S sont les coefficients d’une transformation qui appartient au 
cas I ® 5 on a done 


? 



i ♦ cp(x)=i * Cp(T); 


en remplagant t par — on a ensuite 

^ \a — 6 4- ft'cj ~~ ^ 


{d — c) {J — D— -1 bd + b^— 1 


puis, en remplagant t par t -4- i , 

(</-c)(Srf— 0— 1 


(c^dx\ 


bd-hb*^l 


4;(x) ~ ^(t) 

D^ailleurs, d — c ^tant impair, on a la congruence 
2 (c?— c )*=2 (mod. i6); 


d’ou Ton d^duit facilement la congruence 

(d—c)( 2 d-—c — - 1 s c(d— c) -4 - 1 (mod. i6); 
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on a done finalement, dans le cas 

(C^dz\ I 

En r^p^tant les m4mes operations dans les quatre antres cas 
du Tableau (XXe), on obtient des formules analogues, et Ton a 
finalement pour la function ip(T), dans les six cas de ce Tableau, 
les formules de transformation suivantes : 


/ -7 \ cd-h t/* — 1 


rre-f-n*— 1 




4“ 


\ _ & 

(a — b){a — h + c- 

= i * 

— ?(t) 



li-(T)’ 

^cd-hd^- 

-1 rtr-i-n* 

=1 , 

)=•■ ‘ 

~ 4^ = t ‘ 

o(t) 

®(t)’ 

^ rrf— c*4*l 

bd + h^-\ 
I . 1 

I 

)“' ‘ 


W)’ 




dz 


bz 


— crf + r*— 1 


bd-^b*-l 






: + rfT\ j^) 


\a-+-bz/ 


204. II n’est pas necessaire, pour obtenir ces formules, de ra- 
mener, comme nous venons de Teipliquer, chacun des six cas au 
premier. 

Nous avons vu au n” 202 que Ton peut envisager la transforma- 
tion du cas 4®, ou a, b, c sont impairs et d pair, comme 

\a-\-bz/ +8x\ 

compos^e de la transformation oua = 6,S = rf — c sont 

impairs, tandis que p = 6 — tz, Y = rf sont pairs, transforma- 
tion qui rentre done dans le cas i®, et de la transformation 

^ . On peut de m^me envisager la transformation 

du cas 6% oii a est pair, tandis que 6, c, d sont impairs, comme 
compos^e de la transformation a*=6, P = 6 
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y =zd sent impairs, tandis que Z = d — c est pair, transformation 
qui rentre done dans le cas 4®, et de la transformation ^ — 71 ^)* 

de sorte que Ton a, dans le cas 6®, non seulement la decomposi- 
tion de la transformation (t) donn^e au n® 202 en une transfor- 
mation qui rentre dans le cas i®, suivie des transformations (t-J-i), 

^ mais aussi la decomposition 


/ c ■+■ di: \ ___ U 
\a ““ \ J 


‘(d — c ) T 
(6 — a)T ’ 


de cette transformation (t) enune transformation qui rentre dans 
le cas 4®» suivie de la transformation ^ * 

On verrait exactementdela meme manlereque I'onpeut envisa- 
gerles transformations des cas i”, 3®, 5®, a^comme resul- 
tant de la composition d’une transformation ou a = 6, 

p = i — a^y = o = d — c, transformation qui rentre respecti- 
vement dans les cas 6®, 2 ®, 3®, 5", et de la transformation 


Observons d’ailleurs, sur I’exemple du numero precedent, que 
la formule pour s’obtient, dans le cas a I’aide de 

la formule pour cp 6 t )^ supposee conniie dans le cas i®, en 
changeant dans cette derniere formule slmultanement a, 6, c, 
rf, T en 6, 6 — a, rf, rf — c, — 7^77’ memes changements 

simultanes permettront done aussi, lorsqu’on connaitra une des 
formules relatives aux cas 4®? ou 6®, ou 2 ®, ou 3®, ou 5®, d’ecrire 
immediatement la formule relative respectivement aux cas 6®, 
ou I®, ou 3®, ou 5°, ou 2 ®. 11 suffit done d’avoir les formules rela- 
tives aux cas 1 ® et 5®, par exemple, pour avoir toutes les autres. 

Le m4me raisonnement s’applique aux diverses decompositions 
indiquees dans le n® 202. Le Tableau sulvanl resume les resultats 
el permet de passer des formules qui concernent I’un quelconque 
des cas du Tableau (XXo) k celles qui concernent les autres cas. 
Dans les cinq premieres lignes on a ecrit, k c6te des lettres a, 6, 
c, df T, les expressions qui doivent les remplacer : en regard de 
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ces expressions el k c6t6 des n®‘ i°, a®, 3®, 4®) 5®, 6®, on Irouve 
les numdros des cas qui remplacent respectivement ces six cas. 


a 

a — h 

a 

h 

b 

a -h 6 

h 

h 

h — a 

1 

— a 

— a 

c 

1 

c 

d 

d 

c-^ d 

d 

d 

d — c 

d — c 

— c 

— c 

T 

T I 

X 

I 

I 

X 

X — I 

T -h 1 

X -4- I 

X 

r 

2‘* 

3" 

4“ 

5" 

G° 

2" 

I" 

4° 

3" 

G" 

5° 

3" 

G^’ 

1 ^ 

5" 

4" 

2° 

4” 

5° 

2'’ 

G" 

3" 

I® 

1 

5" 

4° 

G" 

2'* 

i" 

3“ 


3° 

5° 

1° 

2° 

4” 


205. Les formules relatives a la transformation lindaire de la 
fonction pourraient s’etablir exactement de la m^me ma- 

niere; le Tableau pr^c^dent s’applique aussi blen k la fonction 
qu’a la fonction <p(t). 

D’ailleurs, on peut passer directement des formules relatives ^ 
la fonction (^(t) k celles qui concernent la function par la 
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rcmarque suivante, que nous d^velopperons sur le cas i®. Dans la 
formule 




( 


■ dz\ 


Crf + rf*— 1 


■ > 


■|p(T) = 


ac -t- n*— 1 
i ’> ip(t), 


changeons t en — elle devient 

cd -H rf»— 1 


flC-4-rt*— 1 


lion 


Si Ton applique au premier membre de celte formule la rela- 


— -4- CX 

en supposant t = » on Irouve 




Si Ton remplace maintenant a, 6, c, d par — rf, c, fc, — a, ce 
qui nous laisse dans le cas i®, on oblienl les formules 


, / c -h d'z\ 


— ab-\- a* — 1 — bd — 1 

t = i * ')/(•:), 


qul sont bien celles du n“ 201 . 

En raisonnant de la m^nie faQon, on voit que si I’on change 
a, b, c, d en — d, c, b, — a et simultan^ment » en tj< et iji en ipi 
chaque formule relative 4 la fonction tp conduit Jk une formule 
relative k la fonction ijj; mais on ne reste pas tonjours dans le 
mdme cas du Tableau (XXo); on reconnait facilement que Ton 
passe des cas i“, a®, 3®, 4") 5”» 6® aux cas i®, 3®, a®, 6®, 5®, 4®. 

On obtient ainsi pour la fonction A (x), dans les six cas du Ta- 
bleau (XXe) les formules de transformation lin^aire suivantes : 




— nb + a * — 1 -bd-^rd ^ — 1 

i ^ 'I'O) = ' ‘ 'K''). 


*1 




4-(,x) 


I 

wy 



77 








C-4- c?t \ 
a “H bx) 
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^ ig, 


^ (a 4 - 

J \ rtW-l-f/— "* — ..4. . . 


4-(x) 

nh-\-h * — 1 


— nc-¥- r*— 1 


/ »_ V —ab — b*->f 1 , - 

/ c+,, ^ j \ ^ j i ._^ = r 
®(t) 


♦ 


- I 

?(4’ 


206. Nous r^crirons ci-dessous les formulas relatives aux fonc- 
lions cp(T) el i{-(t), en ne conservant d’ailleurs, pour chacune 

d’elJes, qu’une seule forme. Le symbole ou n est un entier 
impair, est emprunte a rArithmdtique; nous aurons I’occasion d’y 

revenir au n“ 228; il est mis a la place de f * = (— i) ' . Nous 

m 

rappelons encore une fois que i", ou m est un entier quelconque 

‘ * mTZi 

et n un entier positif, est mis a^la place de e . 



?(t) = 

i 

+ (T)=: i 

i 




l” 


(|)i •♦(X) 


-Kx) 

/ \ 

30 1 

( 3 )^ ‘ 

rT 

?(x) 


. 1 

it 

4” 

Vcr 'Kx) 

+ (X) 

5* 


. \ ab 

(|)i‘?(x) 

6® 

-T 

?(x) 



(XLVu) 
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207 . II est k pea pr^s inutile de dire que les difiiirentes fagons 
dont on parvient k ces formules donnent naissance k une suite de 
congruences (mod. 16) entre les nombres a, 6, 0, d, relatives aux 
difftfirents cas du Tableau (XXq). Par exemple, dans le cas 3 ®, on 
a, entre autres congruences^ les suivantes : 

(d ^ a) (d — a — c)^o, 

(c G?) ^ ^ ^ d') — f“ cib Oj 

c (a 2b -h c -h d) ^ o, 
d a -h b -h c -+■ d) ^ b (a — c), 

(a 4- c) (a H- 2c) s d(c ~h d) ^ i b(a 


(mod. i6). 


’d), 


Elies peuvent 4 tre v^rifides en distinguant les nombres entlers 
a, 6 , c, d suivant leur reste modulo 4 > Quelques-unes d^entre elles 
se d^duisent d’ailleurs des autres en ne distinguant ces nombres 
entiers que suivant leurs restes modulo 2. 

En tenant compte, dans chacun des six cas du Tableau (XXo), 
des congruences correspondantes, on peut mettre les formules de 
transformation lin^aire des fonctions cp(T) et sous plusieurs 
formes ^quivalentes k celles des Tableaux precedents. Ainsi, dans 
le cas 3 ®, on a, par exemple, 

‘ \a 4- bx J \d] cp (t) 

208 . Pour obtenir les formules de transformation lindaire con- 
cernant la fonction ^(t) dans le cas 1° du Tableau (XXe), nous 
suivrons une methode moins directe que pour les fonctions (^(t) 
et ^(t). 

Rappelons tout d’abord que, dans ce cas i®, on a 

X 

X(T) = f‘*x(T^X 

ou Ton a pose, pour abreger, 

X = A|/;t4- ; 

quand nous voudrons mettre en evidence les nombres <7, c, d 
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dont depend X, nous ^crirons, au lieu de X, 



Observons aussi qu’en remplagant, dans T^galite 


T par T -f- 2/1 ou par ^ on aura 


c-h md-h dz 
a inh b 


'i) 


-(6 


XH-2n 

X+2/l)=llS ^(x), 
X4-2a 


— 'ina)z/ 2 /it/ 




et, par suite, 


i-n) 


l^fa^^nbb\^U,b\ 
j \c4-2/ia, rf/ \c, a/ 

/«,6-a«a\ ^/a,6y 

\c, d — 0.110 / \Cy dj 


in 


on 


(mod. 48). 


Inversement, si Ton determine une fonction enti^re a coeffi- 
cients entiers \ qiii vdrifie ces deux congruences, quel qiie soit le 
nombre pair 2 /i, pourvu que a, b, c, d soient des nombres satis- 
faisant aux conditions du cas i®, et qui, enfin, se r^duise a zero 
dans le cas ou a, 6, c, d sont les coefficients de la transformation 
identique, c’est-a-dire lorsque Ton a 


a = i, 6 = 0, c = Of d—\y 


il est clair que cette fonction X poiirra ^tre prise pour la fonction X 
qui vdrifie I’^galit^ ^ 

X(t)= 


En effet, toiite transformation du cas i® peut ^tre obtenue en 
faisant suivre la transformation identique d’un certain nombre de 

transformations de la forme (t-H 2/i) ou ^ 711 ^^)’ 


209. Nous commencerons par determiner une fonction L de 
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a, c, rf^qui v^rifie les congruences (vi) suivant le module i6; 
nous transformerons ensuite cette function L en une autre qui 
lui soit congrue suivant le module i6 et qui v^rifie les con- 
gruences (7i) suivant le module 3; cette derni^re function pourra 
6tre alors prise pour X, car elle v^rifiera manifestement les con- 
gruences (t)) suivant le module 48. 

Comme les formules de transformation des functions cp('t) et 
<j;(T) dans le cas du Tableau (XXo), 

cd -hd* — 1 

<f(T) = l * o(t), 

— nb -hn* — 1 

= i 

donnent iramediatement pour I’exposant X de la formule dc 
transformation 

A 

X(t)= 

la valeur 

X ^ i^cd *+■ (i^ — 1 ) -H (— dh —H ci^ — i) (rnod.iC)^ 



il est naturel de se demander si en prenant pour L I’expression 
cd — -f- — 2 , les congruences (t)) sont vc^rifi^es sui- 
vant le module i6. 

On le voit immediateinent, dans le cas ou le nombre pair 2 fi est 
divisible par 4- En rempla^ant alors t par t + dans les ^gali- 
l^s (^), on obtient les relations 






- nd dz 

- nb -\-bz 

nd -+- dz 


H- 




{c-^nd)d -^d'—\ 


■ {a -t- nb) h 4- (a 


tp ( T -h n) = 

h nb)^ — 1 


(f -f- nd) d -h d* — 1 -f- // 


Si done on prend pour L I’expression 

{cd-{-d^ — i)-h( — a6-+-a^— i) 


et si Ton d^signe par ce que devient L lorsqu’on change t en 
T+ on a r^galit^ 


Lj — L = n[d*-^i — b^-h 2ab -+• nb^]. 


De m6me, en remplagant, dans les 6galit^s (IJ), t par 


z 


et 


I — nz 
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en d^signant par La ce que devient alors L, on a I’^galit^ 


Lj — L = /i(-~ c® — %cd + /ic*-h a*-f- 1). 

De ces deux ^galit^s on d^duit imm^diatement, puisque /i, 6, c 
sont pairs et <2, d impairs, les congruences 


l>f — L< = 2 ft 
Lj — L ^ 271 


(mod. 16), 


qui mettent bien en Evidence que les congruences (r, ) sont v^ri- 
fi^es, suivant le module 16, en prenant X = L. 

Ainsi, dans le cas oh n est pair, toute fonction congrue a 
cd — <26 -H — 2, suivant le module 16, et s’annulant pour 

a = i,rf=i,6 = o, c = o, pourra 6tre prise pour X, si elle vd- 
rifie les congruences (ri) suivant le module 3. 

Or, en vertu des diverses valeurs trouv^es pour ^ 2 n-\ > on a 
les congruences 

L = — 6) -H 2(fl?* — i) = a{c — ^)-i-2(a* — 1) (mod. 16), 

et, par suite, puisque a el d sont impairs, 

% 

\j = d{c — 6) = a(c— 6) (mod. 16). 


D’un autre c6t(^ on a, a cause de I’^galit^ ad — bc=i^ les con- 
gruences 

d{bc-\-i) — a = (<i*— i)a = o ) 
a(6c -h i) — c? = (a*— o I 


d’ou I’on d^duit, en multipliant par le nombre pair b — c, 

(b — c)(bcd — a) -+- <i(6 — c) ~ o / 

} (mod. 16). 

{b — c){abc — 0?) 4- a (6 — c) s 0 


On a done aussi les congruences 

h {b c){bcd — a) ^ {b ^ c){abc — d) (mod. 16). 
D^ailleurs les deux fonctions 


{b — c){bcd — a)^ {b — c){abc — d) 
sont congrues suivant le module 3; en effet leur difFdrence est 
(6 — c)(a — rf)(6c -m) == (6 — c)(a — d)ad^ 
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et Tun des factetirs b — c, a — d^a^d est n^cessairement divisible 
par 3, car s’il en 6lait autrement il faudrait que I’on eflt k la fois 

a = e, b c = — e', — e, 

e, e' ilant 6gaux i ± i; on en diduirait 

i = ad^^bc^ — e*4-y8 = o (mod. 3), 

ce qui est absurde. 

On aura done v^rifi^ que, pour n pair, I’une ou I’autre des deux 
fonclions {b — c){abc — rf), {b — c){bcd — a) peut ^tre prise 

pour la fonction si Ton constate que Tune ou I’autre de 

ces functions satisfait aux congruences 


X 

X 


/ a-h7.nb^ 

\c -hind, d) \c, d) 

/a,b — %na\ 

\c, d--inc ) \c, d) 


— in^o 


— 2/1^0 


(mod. 3). 


La verification de ces deux congruences est particulierement 
ais^e, si Ton fait porter la demonstration sur {b — c){bcd — a) 
pour la premiere, sur {b — c){abc — d) pour la seconde. On a 
alors k etablirles deux congruences, suivant le module 3, 


{b — c — ind)[bdc’-‘a-h^xnb{d^—i)] — {b — c){hdc — a) — a/i 
— c — %na)[abc — d — 2 nc{a^ — i )] — {b —-c){abc — d) — 

ou, en supposant n premier k 3, 

— inbd{(P — i) — d( bde — a) b{b — c){d ’^ — i) — i^o, 

-f- inac{d^ — i) — a^abc — d) — c{b — c)(a* — i) — iso; 

or les nombres — i), a(a* — i) sont divisibles par 3 puisque 

ce sont des produits de trois nombres entiers consecutifs ; on a 
done k etablir les deux congruences 

-d(fc<fc-a) + 6(6-c)(d»-.)-.-o j 
--a{abc— d) — c{b — c)(o*— i) — lao ) 

En retranchant des deux membres la quantity ad — bc — \, 
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elles prennenl la forme 


ou 


2c)(fl?* — i) s 0 
0(0— 26)(a*—i)so 


(mod. 3), 


b{b -h c){d'^—\)^o 
c{b ■+• c)(a2 — 1 )= o 


(mod. 3). 


Si a est divisible par 3 ou si est divisible par 3, P^galit^ 
ad — bc= I montre que I’ona 

bc~ — i (mod. 3), 


d’ou Ton conclut que 6 + c est divisible par 3. La verification an- 
noncee est done faite. 


210. Nous nous sommes bornes jusqu’ici a considerer le cas ou 
le nombre pair 2/? est divisible par 4; mais il se peut que n soil 
impair et dans ce cas la demonstration precedente est en defaut, 
comme onle voit en observant qu’alors les substitutions T=:T-+-n 

et T == — — ne rentrent^pas dans celles du cas i® du Ta- 
bleau (XXo). 

II nous reste done encore k verifier que, pour n impair, les 
congruences (tj) ont lieu suivant le module 48 lorsque I’on prend 
pour \ successivement chacune des deux expressions 

{h — c){bcd—a)y (6 — c)(a6c — d). 

La demonstration est la m^me que tout k I’lieure, lorsque Ton 
envisage les congruences (tj) suivant le module 3 ; il suffit done de 
verifier que I’on a, pour n impair, les quatre congruences, prises 
toutes quatre suivant le module 16, . 

{b — c — 7.nd)[bd{c -H ind) — {a -+■ 9.nb)] — (b — c)(bdc--a)-- 2/i»o, 

— c — ina)\{b — ina){d~- 2 nc)c — a] — (b — c)(bdc — a) — a /iso, 
(6 — c — 2nd)[{a-¥- 2 nb){c 2 nd)b —-d\ — {b — c)(a6c— -ef)— 2 /iso, 
i^b — c — 2 na)[{b — 2/ia)ac — (rf — 2/ic)] ■— (6 — c)(a6c — d)-— 2 /iso. 

Cette verification n’offre aucune difficulte si Ton tient compte 
de la relation ad—bc’=\ et de ce que, a d etant impairs, b 
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et c pairs, les quatre nombres a* — i , — i , b{b — 2 ), c(c 2 ) 

sent di visibles par 8 . 

211. Nous avons ainsi d^montr^ que dans le cas i® du Ta- 
bleau (XXe), oil a, d sont impairs et 6 , c pairs, on a les relations 

{b—c)ibcd -a) {b — c)(abc — d) 

Eq nous reportant au Tableau du n® 197, quimontre comment 
on pent decomposer dans les cinq aulres cas la transformation t en 
transformations (t+ i), [— '-) et en transformations ou a, 5 

sont impairs et p, y pairs, en faisant usage de la formule pr^ce- 
dente et des formules (XLV) ainsi que de la relation ad-—bc=\ 
et de la parite des nombres a, b, c, d, on peut obtenir les formules 
de transformation lin^aire de la fonction ^(t) dans les cinq autres 
cas. 

On a ainsi, dans le cas 2 “, la relation 

(/) — f -f- W 1 ihrd — bdi — a ^ b) 

X(T) = « ” 

que I’on peut ecrire, en tenant compte de la formule (XLV 4 ) et 
de la relation ad — be = t, 

{b — r) {bed — a) __ bd id*’- i) _ b\b — ic) (r/» — 1) y 

X(T)=‘ " ” fe- 

La congruence 

bd(d* — i)^o (mod. 48) 

est manifeste, puisque b est pair et d impair. La congruence 
b [b — 2 c)(c?* — i) = o (mod. 48) 

qui est manifeste quand d n’est pas divisible par 3, puisqu alors 
^ I est divisible par 24 , rdsulte, quand d est divisible par 3, 
de la relation ad ^ be = i qui entratne les deux congruences 

5c I (mod. 3), 6* SI (mod. 3). 

Dans le cas 2 ®, la formule de transformation de la fonction 
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X('^) pr^sente done sous la forme tris simple 

{b’-‘C)(bcd—a) ^ 
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X(t) = ‘ 


•111), 

<J/(T) 


qui est toute semblable 4 I’une des deux relations du cas i®. 
Dans le cas 5®, on a immediatement 


X(t) = ‘ 


(a-hd){ncd — b) {a-hd) (abd — c) 

12 ^( t )=1 “ 


Dans le cas 4®^ les calculs sont tout aussi simples, si Ton passe 
dll cas 5® au cas 4® ^ I’aide dii Tableau du n® 204. On obtient ainsi 
la relation 

{a-\-d)(nhd-c) bdih^ — l) dld- hia) (fca-1 ) 

X(T)=»- ‘ 

En tenant compte des deujt^^ip^ru^c^^ ^ Qf 




qui r^sultent immediatement de ce qiie dans le cas 4®^ d est pair, 
b impair, et de ce que I’o^ a ad — bc = \^ cette relation peut 
s’^crire 

^{zY 


X(t)= 


212. On pourrait de m^me d^duire de diverses mani^res, a I’aide 
du Tableau du n® 204, les formules de transformation lin^aire, 
relatives aux cas 3® et 6®, des formules 6tablies dans les cas i®, a®, 
4®, 5®. Mais on arrive plus rapidement au r^sultat de la mani^re 
suivante : 

Dans la formule relative au cas 2 ®, oti a, c, d sont impairs et b 
pair, k savoir 


{h~~c) [bed — a) 


/ J \ [If — vym 


111 ), 


changeons t en — nous aurons 

(6— c) (bed— a) 


/d-cz\ r-'\7 — ’X(^). 


)’ 
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appliquons ensuite la formule 


en prenanl 


x(t) = x(-7) 


d — CT 



la relation pr^c^dente deviendra 
t h-a. \ 

^\-d+ctJ ^(x)' 

elle rentre toujours dans le cas a®. Changeons maintenant a, 6, 
c, en — b, — a; nous aurons 

^\a-+-^T/ Cp(T) 

et cette formule rentre dans le cas 3®, puisque a, c, sont im- 
pairs, b pair. 

En raisonnant de la m^me maniere sur la formule relative au 
cas 4®) on voit qu’en changeant dans cette formule a, b, c, d en 

— rf, c, 6, — a, on obtient la relation 

cp(x) 

oil 6, G, d sont impairs et a pair et qui rentre done dans le cas 6°. 

Les m^mes changements simultan^s de a, 6, c, rf en — d, c, b^ 

— a transposent done entre elles les formules relatives aux cas 2 ® 
et 3® el les formules relatives aux cas 4® ot 6®; ils transposent 
aussi entre elles les deux formules relatives au cas i® et les deux 
formules relatives au cas 5®. 


213. En r^sum^, nous avons obtenu, dans les six cas du Ta- 
bleau (XXfl), les formules de transformation lin^aire de la fonc- 
tion que Ton trouve r^unies dans le Tableau suivant : 



(XLVI,) 


LB8 FONCTIONS 2r. 

jb—^c) {bed— a) jb — e) jabc—d) 

i« x(T) = i *’ X('') = * “ X('')< 

(t-c) ibcd~a) , . 

(A-c)(aftc-rf) - s 

3“ X(T) = «- « 

(a + rf) (abd—c) ( a + rf) (ac d-^b) 

5.0 x(T) = t ” X('') = f ” 

(a-t-rf) (acd — b) 

f(Tj‘ 
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4“ X(t) = » 


6“ x(T) = i 


x(^). 


214. Si Ton observe que les nombres entiers a, b, c, rf, lies par 
la relation ad — bc = i, v^riflent les congruences 


— Q^{l)cd—a)^ ab-^ac->rhd — ab^c 
~{b — c) {ahe — d)^ — cd — bd — ac -H 6c* d 


(mod. 3), 


et que, dans le cas ou a el sont impairs, 6 et c pairs, ils v^ri- 
fient aussi les congruences 

(6 — c) {bed — a) = (6 — c) {abc — d)^ 3(a*c?* — i ) — ^{cib — cd) (mod. 16), 
de sorte que I’on a 

(6 — c) {abc — d) \ 

= i6(— ce^ — 6c? — ac-4-6c*c?)-h 3(aM*— 1) — 9(a6 — erf) 

~(6 — c)(6crf — a) ( 

i6(a6 4- ac -4- 6rf — ab^c) -h 3(a*rf*— i) — 9(a6 — erf) ) 


on volt que, dans le cas i® du Tableau (XXo), les formules de 
transformation que nous venons d’obtenir peuvent 6lre rempla- 
c^es par les suivantes : 


X 


/c 4- rfx 
\a 4- 6x 




l = (~i) 




=(-i) » 


^^[ab + ac+bd—ab'O — cd) , . 

e = « • X(’')> 

V^i-cd-bd-ac+boi) -^‘(ab-cd) 

e ’ « * x('')- 


De m^me, si Ton observe que les nombres impairs a, c, d et le 
nombre pair b, li^s par la relation ad — 6c = i , v^rifient la con- 
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gmence 

(6 — a)s 3(a*— j)H-9(a6-4^Ci/) + 8 (mod. i6), 
de sorle que Ton a 

(fi-^c){hcd^a)^y^(ab^ac-¥bd-—ab^c) ) 

-+-3(a*— i)4-9(a6-hC(0-^24 ( * 

on yoit que, dans le cas 2 ®, la formule de transformation lin^aire 
de la fonction )^(t) peut s’^crire 




^(ab-hac-¥bd^abiC) ~{ab-^cd) ^( t ) 


4/(t) 


En changeant dans ces deux formulas o^b^c^d^z en 6, — a, 
^ ^ on obtient les formules de transformation lin^aire 
de la fonction ^(t), dans les cas 5® et 6®, sous la forme suivante : 

= ' (-1) ® X(^)> 

/ C 4- \ "A-i- A// 4 - rtc — fls bd) — ~ (ah -h rd) xOO 

Enfin, en changeant dans les derni^res formules relatives aux 
cas 2 ° et 6®, a, ft, c, en — rf, c, b, — a, on obtient les formules 
de transformation lin^airede la fonction x('^) les cas 3° et 4” 
sous la forme suivante : 


y{E±^] 

X -4- bz/ 


*£.'(_crf-M-<T(+6c>rf) -^(ai+crf)5((T) 


(- 1 ) 


<Kx) 


‘{cd —ac--bd-^acdi) {ab -hcd) X ( '^ ) 


/c-hdz\ . 

215. Les congruences 

d^ab~- ab^ 0 j 

(mod. 3), 

ajant lieu quels que soient les entiers a, b^ c, d lids par la rela- 


— ab — a’^bd^ab — a6* 0 
cd 4 - acd^ ^ — cd-\- bc^d 
• cd^ bd ^ ac 4- hc^ d ^ ab ac bd — ab^ c 
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lion ad — on a , en r^sum^ , dans les six cas du Ta- 

bleau (XXo), 


(XLVI3) 




2° 




4° 


5" 


6« 


(arf) 
X(T) = - (^) 
X(T) = - ( 5 ) 

X(T) = - (J) 

X(^) ~ (ic) 

x(T) = -- (I) 


pe » X('^)> 


l^Uab + ed) x(t) 
>K'C)’ 

_!i‘(a4 + crf) }^(t) 

pe “ 

^ CP (t) 

l^^ab^cd) 2^) 


pe 

pe 




(rtA — rt/) , . 




ou Ton a pos^ 

VL\ab + ac-^-bci~-ab*c) — (rrf + flCH- W - *c» rf) 

p = e ^ = e ** 

Ce sont les formules m^na^s de M. Hermite, tandis que le Ta- 
bleau (XLVI 2 ) est celui de M. Schlafli. 


VI, Determination) en fonction des coefficients de la transfor- 

mation Un6aire des fonctions 3r, des racines huititoes de Tunit^ 
qui flgurent dans ces formules de transformation* 


216. Nous avons vu (n° 149) que toute substitution lin^aire k 
coefficients enliers et k determinant - 1 - i peut 6tre obtenue par 
r^p^tition et combinaison des deux substitutions 


C :> (-. : 


et de leurs inverses. 

En suivantla marche indiqu^e au n® 180, il est d’ailleurs facile, 
chaque fois que les coefficients de la substitution lin^aire ont des 
valeurs num^riques donn^es, d’elTectuer la decomposition de cette 
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substitution en substitutions 


(;:>■(:. :) 

et en substitutions inverses. Une fois cette decomposition 
effecluee, on n’a plus qu’a appliquer, dans un ordre determine, 
les formules de transformation du paragraphe precedent pour 
obtenir, dans le cas particulier considere, les formules de transfor- 
mation lineaire des fonctions 3 et, par suite, les racines huitiemes 
de Tunite £, s', s", s'". 

Mais on peut chercher a s’affranchir de cette decomposition 
prealable de la substitution lineaire donnee. A cet effet, nous 
etablirons, en nous plagantavec M. Dedekind (’) au point de vue 
de la fonction h(T), des formules qui donnent explicitement s, 
et, par suite s', s", s'", en fonction des coefficients entiers a, 6, c, d 
de la transformation lineaire 



217. Si I’on prend les derivees, par rapport a des deuxmem- 
bres de Tegalite (XLII<) et que I’on pose ensuite p = o, il vient 

(a) sv/a-t-itS'i (o|t)= 

En tenant compte de la relation 

‘ =27rh3(T) 

et en extrayant les racines cubiques dans les deux membres de 1’^- 
galit^ (a), on obtient imm^diatement I’^galit^ 

(p) h(T) = e* ^Th('t), 

oi!i s^ est une racine vingt-quatri^me de I’unil^ que nous allons de- 
terminer en fonction de a, c, d. 


{*) RiemanrCs Werke, a* Edition, Nachlass XXVII, a. Fragmente iiber die 
Grenzfalle der elliptUchen Modulfunctionen* 
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Dans le cas oii b est nul, cette determination est immediate. 
En effet, I’egalite ad— be = i exige alors que I’on ait, soit a = d=i, 
soit a = rf = — I et Ton pent se limiter k la premiere alternative, 
puisque t ne change pas quand on change le signe des quatre 
nombres a, b, c, d. On a alors 

T = T H- C, 

et, par suite, (XLV,), d’apres la formule 

€' 

h(T-+-c)= 

218. Nous supposerons dans la suite b different de z^ro : 
a-\rbi n’est alors jamais reel. 

La constanle n’est susceptible que de vingt-quatre valeurs; 
elle ne d^pendra done pas de t si Ton a d^fini sja -k-b'z comme 
une fonctlon univoque et continue de t pour les valeurs de t re- 
presenl^es par des points sitiies au-dessus de I’axe des quantiles 
rdelles, valeurs qui sont les seules que nous ayons a consid^rer ici. 

A cet effet on pourrait, puisque a + est toujours un nombre 
imaginaire, prendre comme^rgument de + iin angle diffe- 
rent de zero, compris entre — it et 4- ir, et pour y/a 4- la va- 
leur imaginaire correspondante, dont Targument est compris entre 

et + ensorte quelapartie r^ellede sJa-\-b'z soit positive. 

Mais il y a avantage a substituer ksJa-\-bx une quantlte qui ne 
change pas, non plus que t, quand on remplace 6, c, d par 
— — place de sja-^b'z on mettra \J— {a 4- bz)'^ 

qui n’en peut differer que par un facteur ^gal 5 un e racine hui- 
tieme de Tunite, puisque les valeurs absolues de v/a4- bi: et de 
sont ^gales et que les arguments de ces quantit^s ne 

peuvent diff^rer que par un multiple de ^ • Cette racine huiti^me 

de runitd, multlpli6e par e^, reproduit une racine vingt-quatrieme 
de runit6. Quant k s/^{a + bzy, elle sera d^finie comme il 
suit : — (a 4- fex)® n’est jamais un nombre n^gatif, puisque le 
carr^ d’un nombre imaginaire ci-\-bi ne peut ^tre un nombre 
positif; d^s lors on peut prendre comme argument de — (a4- 



CALCDL DIFPtRBNTIBL. 


ga 

un angle compris entre — tt et +it, el pour^— (a -t- 6 t)* la valeur 
correspondante , dont rargument est compris entre — ^ et + ^* 

Entre les deux fonctions ^ — (a + 6T)^ et + prec^- 
demment d^finies, on a les relations 

^ 

— (a -h = 6^ * s[a-^ 

ou il faut prendre le signe sup^rieur ou le signe inf^rieur suivanl 
que h est positif on n^gatif. En effet, si h est positif, I’argument 
de a 6 t pent ^tre regards comme compris entre o et tc, puisque 
le coefficient de i dans a + est positif; Targument de la quan- 
tity dyfinie comme prycydemment, sera done compris 

7Ct 

entre o et et Targument de e ^ sja-^^bx sera bien compris 
entre — j et 4- ^ > comme celui de (a + fcx)- . Le raisonne- 
ment est le myme quand b est nygatif. 

Quoi qu’il en soit, la fonclion ^ + dyfinie, comme 
nous venons de le faire, est univoque et continue pour les valeurs 
de T reprysentyes par des points situes aii-dessus de I’axe des 
quanlitys ryelles, et, si Ton ycrit, an lieu de I’ygality (p), Tygalite 

(Y) h(T) = 6i v/-“(a-4-6T)2h(T), 

oili tt est une racine vingt-quatriyme de I’unity, il est yvident, par 
le raisonnement du n° 181, que ne peut dypendre de t; en sorte 
que I’on peut remplacer la formule (y) par celle-ci : 

(S) h(T) = ei2 V^— (a -h 6T)2h(x), 

N ytant un nombre entier indypendant de t qui, lorsqu’on se donne 
a, 6, c, rf, n’est d’ailleurs dytermine par cette formule qu’^ un 
multiple pr^s de 24 * Nous aliens donner de ce nombre N une dy- 
finition prydse. 

219. On tire de I’ygality prycydente 

logh(T) = N^ 4- ^log[— (a-H^x)*] -i-logh(x)-h 2 A:iri, 
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k ^tant un nombre entier qui depend des d^termiaalions choisies 
pour les logarithmes. On peut faire renlrer k dans N, ce qui ne 
modifie N que d’un multiple de 24, et adopter pour les logarithmes 
des determinations precises: alors N sera entierement determine. 

Nous avons choisi I’argument de — (a 4 -&T)“ compris entre 

— Tc et 4-7:; il est naturel d’adopter pour log[ — la 
determination correspondante, c’est- 4 -dire la determination prin- 
cipale, celle pour laquelle le coefficient de i est compris entre 

— 71 et 4- 7:. D’autre part, la definition de h(T) 

TTCf 

h(T)= e'2 1T(| — ^2") 

n = 1 

donne, en choisissant convenablement les determinations des loga- 
rithmes, 

n = 00 

logh(x) = -t-iog J][(l — 9’“). 

n = 1 

Mais il est aise de voir que Tune des determinations du logarilhme 
qui figure au second membi;e est la somme de la serie conver- 
gente (') 

tl~vc 

2l0g(l-5r!«), 

/» = I 

ou le logarithme a sa determination principale. 

Pour eviter toute ambiguite, nous poserons, en conservant tou- 
jours cette signification k log(i — 3 ^^)) 


(e) Ih(,) = :^+2log(i-?»«) 

n = l 


(0 G’est uae propri^t^ g^n^rale que Tod a n^glig^ de signaler dans I’lntro- 
duction et que nous rappelons rapidement ici. 

Observons d’abord que, si x est un nombre imaginaire dont la valeur absolue 

1C 

est moindre que un, Targument de i+o? peut ^tre suppose compris entre — - 
et j ) en sorte que la determination principale du logarithme de i-^-x a le 
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lh(T) est alors une des determinations de logh(T); c’est une fonc- 
lion univoque et continue de t pour les points t situ^s au-dessus 


coefficient de sa partie imaginaire compris entre — ^ et 4 - ^ : log(n- a?) est 

ainsi d^fini, sous la condition | a: l<i comme une fonction univoque et continue 
de x; cette fonction coincide avec la somme de la s^rie 


X a;* 

puisque la coincidence a lieu pour jp = o. Ceci pos6, soit 




n = l 


un produit infini absolument convergent dans lequel on suppose que tons les 
termes aient leur valeur absolue moindre que un. En d^signant par la de- 
termination principale du logarithme de i - 4 - on aura 


V 


n 


“» a. ffl 

7 2 3 


U W ^ 

Cette serie reste convergente quand on y remplace tous les termes > 

• par leurs valeurs absolues; elle a alors pour somme 
— log(i- I w„|), 


le logarithme ayant ici la signification eiementaire. 
D’ailleurs, la serie termes positifs 


n = 1 

est convergente k cause de la convergence du produit infini 

n = « 

n = l 

11 en r^sultc (n» 38) que la sirie 

nssttt n=« 


dans laquelle le logarithme a sa ddtermination principale, est convergente : sa 
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de I’axe des quantiles r^elles. Nous aurons de mfime 

/l = «0 

(0 Ih(T) = ^ -+-2 logCi -«’“)> 

n=.i 

en supposant 

Q = eTH/, 

et, finalement, nous ^crirons 

(7) ) lh(r) = N + |log[— (a + 6 t) 5] + lh(T). 

Le nombre entler N est compl^lement determine par cette ^ga- 
Hl^, ainsi qu’il r^sulte toujours du raisonnement du n® 181 , puisque 
les fonctions 

lh(T) = lh(^|^), l0g[-(« + 6T)S], lh(T) 

sont unlvoques et continues pour les valeurs consider^es de t. 

C’est la determination de ce nombre precis, au moyende a, 6, 
c, d qui va desormais nous occupcr : I’^galit^ pr^cedenle met en 
Evidence que sa valeur ne change pas quand on remplace a, 6, 
c, d par — a, — 6, — c, — d- 

220. Tout d’abord, nous allons subslituer a la recherche de N 


valeur est manifestement une des determinations de 


log + 

/i = I 


il en r^sulte aussi que la s^rie k double entree 




oil /I et jD doivent prendre les valeurs i, 2, 3 , est absolument convergente et 
peut etre ordonnee comme Ton veut. Dans le cas du texte, oii Ton a | ^ | < 1, on 
trouve ainsi, en ordonnant suivant les puissances emigres de 


ii = » n = oo 

— ^ log(i — ?•") a.?**, 

n=l n=l 

oil est la somme des inverses des diviseurs du nombre n. 



GALGUL DlFFfi&ENTlEL. 


la recherche d'un autre nombre entier qui ne depend plus que de 

a, h, 

Dans le cas oi a et 6 sont diff^rents de z^ro, on doit toujours 
supposer a et 6 premiers entre eux, puisque ad — he est ^gal 
^ un. 

Regardons a, fccomme des donn^es; c, d doivent alors former 
une solution x = c^ y=^dAe I’^quation ind^terminde 

ay — bx — I 

et comme a, b sont premiers entre eux, toute autre solution sera 
donn^e par les formules 

c' = c -h ma, d' = mb 

ou m est un entier quelconque. Soit d’ailleurs 

, c'-\-d!i 

x'= — = T -+- m, 

a ox 

et N' le nombre qui depend de a, c\ d comme N depend de nr, 
d\ nous aurons 


Ih(T’) = + ^log[— (« + + Ih- 


D’ailleurs 


Ih(T') = Ih(T -T- m) 


( T 4- m ) TT t 




^ la v^rite, on auraitdu, dans cette 6galit6, remplacer q = par 

mais cette substitution ne pent que changer q en — q et, comme 
on ne voit figurer que des puissances paires de q, elle est inutile. 
On a done 

Ih(T') = lh(T) -h m 

et, par suite, en comparant les valeurs de lh(T) et Ih(T'), 

N 4- m = N', 




ou encore 
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Le nombre N — ^ reste done le m6me quand on substitue k c, 
rf, n’importe quelle solution de I’^quation ind^termin^e 

ay — = i; 

en d’autres termes, il ne depend que de a, h \ il en est de m£ine 
du nombre entier 6N — et du nombre entier 

6N — a — d\ 

e’est ce dernier nombre que nous allons chercher k determiner; 
une fois qu’il sera connu, N sera aussi connu. 

Nous poserons ( ^ ) 

(6) 6N — a — fl?=[a,^]; 

et requation (vj) qui definit N sera remplacee par Tequation 

^Iog[-(a + &T)«] + lhT, 

qui definit le nombre [a, 6] quand a el b sont differents de zero. 
Dans le cas oil a est ^gal k zero, nous poserons encore 
^N-,^=[o,6], 

en sorte que I’equation (x) subsiste; nous prouverons d^ailleurs 
dans un instant que [o, 6] est nul, et par consequent independant 
de rf, ce que la definition precedente ne montre pas tout d’abord. 

Le nombre [a, 6] est done defini par I’equation (x) pour tout 
entier h diflTerent de zero et pour tout entier a. Le symbole [a, A] 
n’aurait aucun sens si nous y supposions h = o. 

221. L’egalite (x), en y changeant a, 6, c^d en — a, — — c, 

— rf, montre de suite que I’cfn a, pour tout entier h different de 
zero et pour tout entier a, 

(i) — ^»]=-[a, 6]. 

D’autres proprietes du symbole [a, 6] vont s’obtenir en faisant 
diverses substitutions dans la m^me egalite. (*) 


(*) L’introduction du symbole [a, d] et les demonstrations de ses proprietes 
qui suivent, n®‘ 221-227, sont dues k M. Dedekind. 

T. et M. - II. 
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t z= •+• V I, 

oi!i (X et V sent des nombres r6els dont le second est positif, faisons 

Ti = — (X -4- V l. 

Les deux points t, sont sym^triques par rapport a Paxe des 
quantiles purement imaginaires. Les nombres t, — sont con- 
jugu^s; il en est de m^me des nombres tx, et, par suite, des 
nombres 

ainsi les deux functions 


/f = 1 


h(x,) = ?'r’» JJCi-?'’") 

n = 1 


sont imaginaires conjugates. 


Si Ton pose 


Ti = 


— c -+- dxi 
a — 6xi ’ 


il est clair que les deux points x et t< sont dans la mtme situation 
relative que x et x< , puisque 

c-\-d( — Ti) 

T = , — Ti = TT -{ 

a -h 6 t a-^ b { — ti ) 

sont des nombres imaginaires conjuguts ; les deux fonctions h(T), 
h(T<) sont done aussi imaginaires conjugates. 

Comme les coefficients a, — — c, rf de la transformation 

— c “H dzi 
a — 6ti 

vitrifient la relation arf — ( — 6) ( — c) = i, et que les points x< 
et T| sont au-dessus de I’axe des quantitts rtelles, on peut appli- 
quer la relation (x) en y remplagant x et x respectivement par 
^t Xo et simultantment a, 6, c, d par a, — 6, — c, d. On aura 
ainsi 

<X) Ih(Ti) = + IhTt. 
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Mals les valeurs principales des logarithmes de deux quantiles 
imaginaires conjagu^es sont elles-m^mes des quantiles imagi- 
naires conjugu^es : telles sont done les fonctions 

^log[— et ilog[--(a-H6Ti)*], 

log(i — et log(i — 
lh(T) et Ih(Ti), lh(T) et Ih(Ti). 

En se reporlant aux Equations (x), (X), on en conclut 

(2) = ^]. 

Cette dgalit^ jointe a I’^galit^ (i) 

[— — z=z^[a,b] 

donne, pour tout entier b different de z^ro et pour tout entier a, 

(3) 

d’ou, en particulier, pour a = o, 

(4) [o,^] = o. 

Ces ^galites montrent que, pourle calcul du nombre [a, &], on 
pourra se borner au cas ofi a et sont posilifs. 

222. Changeons main tenant, dans I’^gali (x) , t en t -j- 1 . Comme, 
d’aprfes la formule (s), on a 

/I = 00 

ih(t + 1) = + 2 log [« - (- = ih(^) + 

n = 1 

on pourra ^crire 

i, 01 [(tf Cl-\- d • ii r / 1,1. iL 

mais on a aussi, en rempla^ant dans la formule (x) les nombres 
a, 6, c, d par a + 6, 6, e-f-rf, e/, ce qui est permis puisque 
(a H- 6) rf — (c + est dgal a i, 

'l* [ a + 6 ~ H-6 xJ = —^b ,r«+|log[-(«+6 + At)*]+lhx; 



loo 

on en conclot 
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[a +6, 6]=a 


et il en risulte par r^p^tition, en d^signant par n un entier quel 
conque, 

(5) [a-+-n6, 5]==[a, ^ 3 . 

Ainsi les deux nombres [a, 6], [a^ sont 6gaux si 1 on a 


a'^a (mod. 6). 


223. Changeons aussi, dans l’6galit4 (x), t en — ^ : il viendra 



b] 


vxb 


4 




O’aulre part, en rempla^ant dans la m^nie ^pslitd (x) les noni 
bres a, 6, c, d par les nombres — d, d, c, on aura 


ih \i:£±Si} = > ,ogt_ ^ . c)*] + ih(T), 

*“L_ 6 -(-atJ 12a » 

[ — - 1 ~ cx ”1 

nous fournir une nouvelle propri^t^ du symbole [a, i]. 

On a dubli (n“ 18S) la relation 


h 




qui ^quivaut k la relation 

comme on s’en assure imm^diatement en supposant a = o, 6 = i 
dans la fortnule 

(a-+-6t)* = e~ * \/a + bt 


^tablie an n® 218 pour un entier positif quelconque b. 

On en conclut, puisque lh(T) est I’une des determinations de 

lh/_ ij = ilog(-x») + lh(x) + 3A:n», 
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h ^tant un nombre entier qui, toujours en vertu du raisonnement 
fait au n® 181, ne peut d^pendre de t, puisque les trois fonctions 

Ih(-l), log(-^«), lh(T), 

sonl univoques et continues pour les valeurs de t repr^sent^es par 
des points situds au-dessus de I’axe des quantit6s r^elles ; d’ailleurs, 
pour T = e, on a ^videmment A' = o ; done, on a dans tous les cas 

et, par suite, 

» iogr_(a_^yi 

i%b 12a 4 L \ ''/ J 

— ilog[— (— ilog(— X*) =0. 



224. Supposons maintenant a>o, 0 et faisons la remarque 
pr^liminaire que voici : Si x esl repr^sent^ par un point situ^ au- 
dessus de I’axe des quantiles r^elles, on pourra prendre pour I’ar- 
gument 5 de ^ un angle compris entre 0 et tt; Tun des arguments 
de — sera 2 5 — u, et cet argument est compris entre — n 
et -I-tt; par suite, le coefficient de i dans log( — x^) sera prdcis^- 
ment 2 ^ — tz, en d^signant par log( — x^) la determination prin- 
cipale du logaritbme. 

Soient done X, (x, v les arguments, compris entre o et tc des 
nombres t, ax — 6, a — | qui tous ont pour coefficient de i un 

nombre positif. Observons que I’on a [x : en efiet, pour con- 
struire le point ax — 6, on peut construire d’abord le point ax 
qui se trouve sur la ra^me direction, ’’partant de I’origine, que 
le point X, puis avancer ce point, sur une parall^le k I’axe des 
quantites redles, dans le sens des quantit^s negatives, d’une 
longueur ^gale k b : dans ce dernier mouvement,'il est clair que la 
direction qui va de I’origine au point mobile tourne dans le sens 
des rotations positives. Puisque I’angle [x — X est positif, inferieur 
k It ei que cet angle est une des determinations de I’argument de 

il ne peut diff^rer de v. D r^sulte de 14 que le coefficient 
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de i dans 

logj^— (a- j ■4-log(— T») — log[— (ax — 6)>] 

est 

2V — 7C4-2X — TZ — (2||1 — 'JT) = — TC. 

D^s lors (jji) conduit a la relation 

[a,b]-\- a d [—b^a]—b-\-c ^ 

7 — C) — 0, 

b a 

qui, en remplagant [ — 6, «] par — [fc, < 2 ], donne 

< 2 [a, ^]h- a]-t- a*H- ^*- 4- 1 — 3a6 = o. 

Cette relation suppose a, b positifs ; maJs il est ais6 de voir, en fai- 
sant usage des relations (i), ( 2 ), (3), que I’on a, dans tons les cas 
ou a et 6 sont difF^rents de zdro, 

(6) a[a, 6]-h a]-+- a*-+- 6 *-hi — Zab sgna6 = 0 , 

en d^signant en g^n^ral par sgnA, ou a est un nombre r^el quel- 
conque different de z^ro, I’unit^ affect^e du signe + ou du signe — 
suivant que a est positif ou n^gatif. 

225. Cette relation (6), jointe a la relation (5) 

{a H- nby 6] = [a, 6], 

permet, dans le cas oh a n’est pas nul, de ramener le calcul du 
nombre [a, 6] d^fini par I’^galit^ (x) au cas oii le nombre a est 
^gal ^ dbi. En effet, la derni^re relation montre que I’on peut 
toujoiirs remplacer a par le reste de la division de a par 6, en 
d’autres termes supposer | « 1 < | 1 ; cela fait, la relation (6) ra- 

m^ne le calcul de [a, 6] k celui de [6, a]; on remplacera encore b 
par le reste de la division de b par a, etc. Les nombres que Ton 
substitue successivement ka, b sont les nombres mfimes que Ton 
Irouve comme restes dans I’op^ration du plus grand commun di- 
viseur; puisque a et 6 sont premiers entre eux, deux restes consd- 
cutifs sont toujours premiers entre eux et le dernier reste est dii, 
en sorte qu’on est ramen^ k calculer [dz i, a]. 
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226. Le calcul des nombres [i j «], [ — i , a], oCi a est un entier 
different de z^ro, n’offre aucune difficult^. 

La relation (6) donne en effet, en y supposant 6 = i , 

a[ay a]-f- a*- 4 - 2 — 3asgna = o; 

comme, d’apres les relations (5) et (4), on a 

[a, i] = [o, i] = 0 , 

on pent ^crire 

( 7 ) [i, a] = Sasgna — — = ~(a — sgna)(a — asgna). 

On d^duit d’ailleurs imm^diatement de la relation (3) que Ton a 

Dans tons les cas, la recherche dii nombre fc] est ainsl rame- 
n^e a des operations purement arithrnetiques. 

II serait ais^ de demontrer que ce nombre est toujours pair : 
nous ne nous arr^terons pas a cette propriety dont nous n’aurons 
pas besoin. 


227. Nous calculerons encore [a, 2 ] et [ 2 , a]. 

On doit necessairement supposer a impair; en ajoutant a a un 
nombre convenable de fois 2 , on ramenera a a ^tre egal ^ Tunite; 
raais la formule ("j) montre que[i, 2 ] est nul; on en conclut 

( 8 ) [a,2] = [i,2]=o. 

On a ensuite 


•d’ou 


(9) 


a[a, 2 ]-h 2f2,a]-l-a2-H5 — 6asgna = 0 , 

^ a^-t- 5 — 6a sgna 

[2,a] = 


228. Notre but est de ramener le calcul du symbole [a, 6] a 
celui d’une autre expression qui joue un r61e considerable en 
Arithmetique et que Ton d^signe par le symbole 
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introduit par Legendre et g^n^ralis^ par Jacobi : c’est M. Hermite 
qni a montre (^) le r61e de ce symbole dans la th^orie qui nous 
occupe, r61e que Jacobi avail d’ailleurs soupgonn^ (2)* 

Ce symbole peut 4tre d^iSni dans le cas oii les nombres a, b sont 
des entiers impairs premiers entre eux. dont Tun au moins est po- 
silif, par les propri(5t6s suivantes : 

1 ° Si a est positif, on a 
a® La congruence 

a^a! (mod 6), 

oh a! est comme a iin nombre impair et h un nombre positif, en- 
traine 

(l)=(l)’ 

30 On a, en supposant que I’un au moins des deux nombres a 
et h est positif, 


4° On a enfin, en supposant a > o, 



La propridt^ 3® est ce que Ton appelle la loi de reciprocity. 

229. L’existence, pour chaque couple de deux nombres impairs 
a, 6, premiers eotre eux et qui ne sont pas ndgalifs en m^me temps, 

d’une fonction num^rique qui jouisse des proprietes prece- 

dentes resuUe en Arithmetique de la signification du symbole 

dans la theorie des restes quadratiques comme aussi de diverses 
expressions analytiques que Ton en peut donner. Nous n’avons pas 
k j recourir, car celte existence nous sera assur^e par la question 



(•) Journal de Liouville, 2* s^rie, t. Ill, p. 26. 
(•) JVerke, t. Ill, p. 189. 
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m^me qui nous occupe : nous avons seulement k observer que, 
si Ton admet cette existence, les propri^tds i®, 2®, 3®, 4® P®*** 

meltront de calculer le nombre touteslesfoisqueles nombres 
a, 6 seront donnas. 

En eflPet, la propri^t^ i® permet de supposer toujours que le d^- 
nominaleur du symbole estpositif. Si maintenant a est plus grand 
en valeur absolue que fr, on d^terminera le nombre entier n par 
les conditions 

*2 < a < 2 -h 2 6, 


et Ton remplacera a par celui des deux nombres a — 
a — 2/16 — 26 qui est, en valeur absolue, moindre que 6; soil a\ 
le nombre cholsi, qui est ^videmment impair et premier a 6; on 
aura k cause de (2), 

©-(?)• 

Si (24 se trouve 6tre ^gal a it i , la propri^t6 4® donne la valeur 
du symbole s’il n’en est pas ainsi, on ram^nera le calcul de 

^ — ^ au calcul de par la formule 


(¥)= 


ai— 1 b — -1 

(-1)* * 


(^) 


qui r^sulte de 3®; on traitera comme on a fait pour 

comme, en continuant ainsi, les termes des symboles successifs 
sent des nombres entiers de plus en plus petits en valeur ab- 
solue, on (inira toujours par Stre ramen^ a calculer un symbole 

de la forme ^ d^nominateur impair positif, symbole dont la 

valeur -t- i ou — i sera donn^e par Ja propri^t^ 4°* 

Dans cette suite d’op^rations, chaque symbole est ^gal 
a celui qui le suit, ou k son inverse, multipli^ par it i . Comme 
le dernier symbole est ^gal ^ it i , il en est de mSme de tons 

ceux qui le pr^c^dent et du symbole ^g^ lui-mfime. 


230. Observons que le m6me raisonnement et les m^mes con- 
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elusions subsisteraient si, en conservani les propri^t^s 2®, 3 ®, 4®? 
on remplagait la premiere propriety par la suivante 


le symbole ainsi d^fini serait encore 6gal ± i et par conse- 
quent serait exactemenl le m^me que le pr^c^dent. 

Dans I’un et I’autre cas la loi de reciprocity peut etre remplacee 
par la formule suivante 



a—i 1 
(-1) 2 * . 


Enfin nous aurons encore besoin de la definition du symbole ^ ^ j 

quand a est pair; b est alors necessairement impair, si Ton veut 
que les nombres a, b soient premiers entre eux. Nous convien- 
drons alors de prendre 



n etant un nombre entier impair tel que des deux nombres im- 
pairs a + nb et b Fun au moins soit posilif; la definition est 

evidemment independante du nombre n et le symbole 
se calculera par la regie precedemment exposee. 


231 . Apres cette digression sur les seules proprietes du symbole 
dont nous ayons besoin pour le moment, rappelons que, dans 

N — 

I’expression ( 5 ) de h(T), e’est la quantity e qui figure. D'apres 

•^[a + d-\-[a,b]) 

la relation (6), cette quantity est egale k . Les pro- 

prietes (i) . . • (7) du symbole [a, 6] arhenent k rechercher quelle 
est sur cette expression, I’influence de I’interversion des lettres a, 
6, k laquelle il faut faire correspondre le changement de c, d en 
— df — c de maniere a verifier I’egalite 

c)— a(— rf)=i. 

Soit done 

b-^c^[b,a] 



LES FONCTIONS 


107 


on aura 

ab 


et, par consequent, 

N7C< N'71 / 
e 12 X e 12 


e* J 


en vertu de I’egaliie ad — bc = i et de la relation (6), qui montre 
que N + N' est egal a 3 sgn (<26). 


232. On est amene a chercher a modifier, par I’adjonction d’un 
facteur convenable, laracine vingt-quatrieme de I’unite consideree 
de maniere que le produit qui remplacera 


soit egal k 


Nt:/ is*7ct 

e a X e 12 

(-1) ^ 


au lieu d’etre egal a e * 

Bornons-nous d’abord au cas ou les nombres a, b sont impairs 
el positifs. Le probleme po^^e sera resolu si Ton trouve une fonc- 
lion <p(<2, b, c, d) qui represenle toujours un nombre entier et 
telle que Ton ait 

cp(a, c, cp(6, <2, — (i, — c) = — 3 (a — i)(6 — 1)-— 3 , 
car on aura alors 

e 1 * X e 12 = e 4 =(— 1) * 

[on a ecrit cp et cp' a la place de ^(a, b, c, d), cp (6, — rf, — c)]. 

Or requation de condition peut s’ecrire 

cp(«, c, a, — — c) = 3(a-l-6 — 2)— 2a^-ha6(6c — ad), 

et Ton voit qu^on y satisfait en posant 

cp(a, b, c, d)=. 3(^> — i)-+- ab^c — ab — ac — bd. 


233. Nous sommes ainsi amenes k considerer la function des 
quatre nombres a, b, c, d definie par I’egalite 

M7Cf 

{a,b,c,d)=^e « , 
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oil M est un entier d^fini par r^quation 

3(^ — i) -f. alAc ^ah^ac-— hd. 

Nous n’lmposons plus, pour le moment, aux nombres <2, b 
d^autres conditions que d’etre premiers entre eux et nous allons, 
dans cette hypoth^se, ^tablir les propri^t^s de la fonction 
(flj, G, rf). Tout d’abord, elle ne depend que des deux nombres 
a, 6 , car si Ton y remplace c, d par c -f- na^ d + Tth^ M est rem- 
plac^, comme il est aisd de le voir, par 

or Tun des nombres a, h est impair, I’un d’eux n’est pas divisible 
par 3 ; il eu r^sulte que le produit (a^ — — *) divisible 
par 24 > I’accroissement de M dtant divisible par 24, la fonction 
(<z, 6, G, d) n’est pas modifi^e par la substitution a g, d’une 
solution quelconque de I’dquation inddterminee ay — bx = i . 
C’est ce que Ton avait annonc 6 . 

Il conviendrait d’apr^s cela de faire disparaitre g, d du symboie 
(a, 6 , c, d) et d’^crire par exemple (a, b) au lieu de (a, fe, g, d). 
Nous conserverons cependant la notation (a, g, d) pourfaciliter 
au lecteur I’intelligence des calculs qui suivent. Il est entendu que 
si, a, b dtant donnas, on adopte pour g, d une solution de l’ 4 qua- 
lion ind^terminde pr^cddente, on pourrait tout aussi bien en 
adopter une autre. 


234 . Des calculs trSs facilesmontrent qu’aux propri^t^s (1 >— 9) 
^tablies pour le symboie [a, 6] correspondent pour le symboie 
(a, 6, G, d) les suivantes 


(a, h, c, rf)(a, — i, 


(a -4- c 4 - fl?, </) = e 




(fit, c, c?), 


(«, c, d)(h^ a,--d, — c):=e * 




It/ 


(i,a, o, i) = G ^ 


( 1 — sgna) 


(— I,a, O, — l) = G * , 


/ a + A 

(^2, a,I,— 
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235. La troisi^me de ces formules coincide avec la loi de reci- 
procity relative au symbole ^ quand ah est positif : nous nous 
rapprocherons de ce dernier symbole en introduisant i la place de 
(a, 6, c, d) le symbole 2 j relatif i deux entiers quelconques a, h 
premiers entre eux et defini par Tegalite 


(a, h, c, d) '. 


2~(s*n6-l) 


Aux proprietes precedentes de la fonction numerique (a, 6, c, d) 
correspondent les proprietes suivantes de la fonction numerique 

oil a et 6 sont premiers entre eux, 

[ ^1 f — — (sgnrt — l)(9gn6-l)] 

[s]'- [i'] 

En ecrivanl, en dernier lieu, on suppose naturellement 
que a soit impair. La troisi^me de ces formules pourrait Stre re- 
gardee comme la loi de reciprocity relative au symbole 

236. Dans la seconde de ces formules figurent les nombres c, d 
dont elle est independante. En effet, si b est impair ou s’il est divi- 
sible par 8, le nombre b(b ^ — i) est evidemment divisible par 24 ; 
dans ces deux cas on a 


et, en general, 


[^] - [?] 
[a " [f] 


si a est congru k a! (mod. 6). Si b est le double d’un nombre pair 
sans etre divisible par 8, b{b^’—\) est divisible par 12 et, comme 
2 C 4- rf est impair, on a 





no 
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Eafio, si b est le double d’un nombre impair, comme on a 
a( 2 G H- e£) = i-h c(6 -+• aa), 

€t qiie b + 2a est divisible par 4? on en conclut que 2C -f- rf est 
de la forme 4/t + i ou de la forme — i suivant que a est d’une 
forme ou de I’autre. On a done 

ra + 6‘1 fal ±^i(i*-i) ra-l 

oi^ il faut prendre le signe superieur ou le signe inf^rieur suivant 
que a est congru ^ + i ou i — i (mod. 4)* 

II r^sulte ais^ment des diverses propri^t^s du symbole 

que ce symbole est toujours ^gal k I’un des quatre nombres zfc i, 
dr i. II suffit de raisonner sur ce symbole comme on a fait au 

n® 229 sur le symbole ^ j ^ * 

237. Dans le cas oi!i a, b sont des nombres impairs dont Tun au 
moins est positif, on voit que Ton a 



La derni^re formule suppose naturellement que a soit positif. 
On en conclut que si a, h sont deux nombres impairs, premiers 

entre eux et dont Tun au moins est positif, le symbole est 
identique au symbole de Legendre, g^n^ralis^ par Jacobi. 
Lorsque a est pair et b impair, on doit prendre 

I (t\ / ci> - 4 - nb \ 

06 n cl69igne un nombre impair; mais alors a-\- nb ^tanl impair 
et Tun des nombres a + nb, b 6lant positif, F— y— 1 est iden- 
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tique ^ cii vertu des remarques antdrieures relatives 

‘[I]- 

Le symbole j est done identique an symbole dans tons 

les cas oil ce dernier symbole a et6 difini : il doit en 6tre re- 
gards comme la generalisation. 

238. Si Ton applique successivement les relations (0), (v) 
et (p), on a 

Nit I 6) 111 . . . 

“Is" v j\ — 

z=e =^{a,h,c,d)e i* 

[ a~| — ^ (86-t-fl62c — a6 — ac — W — aggn^») 

ir 

En reunissant les resultats acquis, on voit done que I’on pent 
mettre dans tous les cas la relation (8) sous la forme 

(XLV„) !,(•)- 


I’argument de (/— (a + etant compris entre — ^ et + | et 
le symbole j etant defini par les proprietes ci-dessus du n° 237 
qui permettent de le calculer. 


239. On en deduit immediatement les valeurs des racines hui- 
tiemes de I’unite £, e', e^', e"^qui figurent dans les formules (XLII). 
D’apr^s la formule ([3), on a, dans tous les cas, 

h(T) = £* v^a -+- bih{z). 


En elevant au cube les deux membres de cette relation, puis rem- 
pla^ant h^(T) par sa valeur tiree de la relation (XLV< 5 ), on a 
immediatement 


(XLII5) 



ah-\-ac+bd—acb^ 

2 


i? 

} 


d’ou, par les formules (XLIIt^s), 
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Lc problime pos6 au n® 179 esl done r^solu. 

240. On pent ^orire la formule (XLVis) d’une mani^re un pei 
diff(§rente de fagon k n’y faire figurer que le symbole de Legendre 
Jacobi. 

L’un des nonibres a, b est impair et comme Ton pent dam 

j — ^ changer les signes de a, fc, e, on pent toujouri 
<z 6x ” ^ 

supposer que e’est le nombre dont on sail qu’il est impair qui esi 
positif. 

On distinguera done deux cas : 

1 ® h impair et positif. Alors on a 

et, comme on Ta vu au nO 218, 

V^— (a 4- = c * v^a -f- , 

la partie r4elle de la racine carr^e 6tant positive. 

Mais, comme h est positif, on a aussi 



e '* bz = i{a b%) , 

si Ton entend par y/— i(a 4- bx) celle des deux determinations de 
la racine dont la partie r^elle est positive : les arguments des deux 

quantit^s e * \/a + 6t el bi), dont les carr^s sont 

. TT TC 

^gaux, sont, en eflFet, tons deux compns entre — ^ 4 * 

On a done, dans ce premier cas, puisque — i est divisible 
par 8, 

(XLVie) li(T) = (^^j«^ » 6 i/^i{a-hbz)h{z), 

2 ® a impair et positif. En appliquant la loi de reciprocity du 
symbole donnee au n° 235, on a, puisque a est positif. 
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Mais, puisque a est impair, j est certainement ideatique k 
dont la valeur est -h i ou — i ; on pent done ^crire 
{ ci~\ f^\ — 1)(^— 1) 

D’ailleurs, comme on I’a vu an n° 218, on a aussi 

{/— (a -h bzy = e * sja-^hz, 

la partie r^elle de la racine carree ^tant positive. On a done, dans 
ce second cas, 

. ! h\ — ^[3A + 8(rt — 1)(6 — — 1) — / ; — j — , . V 

h(T)=(-je *2^ V^aH-^^Th('T:)., 

Le coefficient de — — dans Texponentielle est egal k 

3(i _ a)-^iab^acb^—ac-—bd — a) ab d:^bd — ac — bd\ 

on aura done finalement 


(XLVJe) h(T) 




, — 7— r / s 

e ^2 -h 6 t h(T). 


Les formiiles (XLVIg^e) onl etc donnees par M. Weber (‘), 
qui en a presente la demonstration sous forme de verification. 


241. On pent aussi ecrire la formule (XLIIg) de maniere a 
n y faire figurer que le sjmbole de Legendre-Jacobi ; il faiit 

encore distinguer le cas ofi b est impair et positif de celui ou a 
est impair et positif. On arrive aisement aux resultats que void : 


Si 6 est impair et positif, on a 

6 J ‘ ' • 

2 " Si a est impair et positif, on a 

( If \ ^ — h-¥-c) — 3 

‘ ■ 


(*) Elliptische Fanctionen, p. loo. 
T. ct M. - IL 


8 
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Si Ton suppose que a et 6 sont impairs et positifs, ce qui ^e 
peut arriver que dans les cas 3® et 4® du Tableau (XX®), les deux 
formules coincident, corame il r^sulte imm^diatement de la loi de 
r^ciprocite et de la congruence 

— oc 2a — 26 “H 2 = o (mod. 8) 

qui a lieu en vertii de la relation ad — fee = i, lorsqiie des quatre 
nombres entiers a, fe, e, rf, un seul, c ou rf, est pair. 

§ VII. — Transformation quadratique des fonctions Th6ta. 

242. Aux formules pr^c^dentes qui concernent le cas ou les 

quatre entiers a, fe, c, d caracterisanl la transformation consid^r^e 
sont lids par la relation ad—hc=\^ viennent s'ajouter, commo 
dans Tdlude des fonctions d’autres formules qui concer- 

nent le cas ou le determinant ad — fee est un entier quelconque. 
Get entier est Vordre de la transformation. Nous envisagerons 
d’abord le cas oh. il est egal k 2 . 

Le raisonnement du n° 130 s’applique aux fonctions 2^(^) 
aussi bien qu’aux fonctions a•^^, avec cette restriction que les 
systemes de demi-periodes improprement equivalents au systdme 
(w<, Wg) sont exclus (n® 151) pour les fonctions 2r(^). H suffit 
done de considdrer la transformation d’ordre 2 ou Ton change o)< 

en ~ sans changer Wg, ce qui revient a changer en 2 et t en 2 t, 
et la transformation d^ordre 2 oil Ton change tOg en sans 

changer 0)4, ce qui revient a changer simplement t en La pre- 
miere de ces deux transformations est la transformation de Landen, 
la seconde est la transformation de Gauss. 

243. En combinant les formules concernant ces deux trans- 

formations et celles que Ton en ddduit immddiatemenl concernant 
les transformations inverses, entre elles et avec celles ddj^ dta- 
blies qui concernent la transformation lindaire, on aura toutes les 
formules de transformation quadratique des fonctions Les 

formules de transformation dont I’ordre est une puissance entidre 
de 2 s’obtiendront de mdme, par la combinaison et la rdpdtition 
des transformations prdeddemment ddfinies. 
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244 . JNous aliens done chercher a exprimer, d’une part, les 
fonctions 2r(2p|2T), d’autre part les fonctions 
moyen des fonctions 2f((^ |t). 

Nous designerons, comme nous Favons d^ji fait k propos des 
fonctions par de petites capitales, les constantes relatives 

aux fonctions d{u ^3), et 2 r( 2 p| 2 T). Ainsi 


nous poserons 


(XLVJI, 


Q = ^2 — g2Tir/^ 


Qo 


Q 2 


r w V_0D 

= JI(' 0 i = '[J(i-+- 9 »v), 

V=1 V=1 

v=«» V = oo 

= JX(i -+- Qs = JJ(I - y’'2v-i)). 


V=;l 


Les quantiles q, Qo, q,, Qj, Q3 sent d’ailleurs li6es par les 
in 4 mes relations alg^briques (XXVIIl5_6) que les quantiles q, 
q\> qi, qs- 

Nous designerons de meme par de petites capitales accentudes 
les constantes relatives aus fonctions o' | w,, | w,. 


et 3 (.|^) 


(XLVIII,) 


• Ainsi 


1 TTC^ 

Q'=gr2=e 2 , 

V = ao 


Qi = U(i- 9 '’), 0', = JJ(J + s’V), 

V=1 V=1 


v=i 


On a ^videmment, d’apr^s les expressions de Qq? Qs? 


(XLVIlO 
d’oii Ton tire inverseinent 


QO'—^O^iy 03=5^25^3= 


yi = 


Qa 


<fi = QoQ8» 
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De m 4 me, d’apr^s les expressions de qJ^, q\, Q2, Q'3, on a 


go = Qo Qi 

d’ou Ton tire inversement 
(XLVIII2) 


S^ 3 =Q' 2 Q 3 = 


Qo=gog3y Oi = ;-■ = 

gs 


245 . Transformation de Landen, — Si Ton passe des fonc- 
tions cj*, < 3 'a aux fonctions 2r au moyen des formules (XXXnii_4), 
on a le moyen d’exprimer les fonctions \ 2t) au moyen des 

fonctions 2r(p | t). Par exemple, la formule (XXII^ ) 


donne imm^diatement 


e 2 o' a o'! M 


(Dj 




• aitQoQ 


- e =z e 


7 ,T:q^glg\ 


A cause de la valeur(XXIl4)de Ho on voit que le facteur expo- 
nentiel est le m 4 me dans les deux membres ; on trouve ensuite 
tr^s facilement, en reduisant au moyen des relations deja ecrites 
(XLVII2) enlre Qo, Qa? go^ ^2, 73, la formule 


On a d’ailleurs 


3ri(2(^|2T) = ^2ri(t^)2r2(p). 


ii = ^ ^ > 

go QoQi 2r4(oi2T)’ 


la derniere ^galit6 ayant lieu en vertu des formules (XXXVI2) 
qui seront d’un usage constant dans ce qui suit. 

On trouve de la m^me fagon, au moyen de la formule (XXIlIs), 


/ \ £iiL* 

cTsfa -^,w3j=e» cTjMO'aM, 


la relation 


3 r 4 ( 2 (^| 2 t)= 

go 


Au reste cette derniSre relation aurait pu aussi bien se d 
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celle relative a 3 ^ (2p | 2 t) en remplagant par ^ et en se ser- 
vant des formules (XXXIVq). On a, en effet, par ces formules 

3ri(2v T I 2 t)= t’Q | 2 t), 

(»’ + ^ ) = iq~ *" &» ( (> ), 

€t il suffit de remplacer dans I’egalite qui donne Texpression de 
2^1 (2p| 2 t), pour avoir celle qui fournit Texpression de ^4(2 p | 2t). 
inversement, parlameme operation, on passerait de cette seconde 
formule a la premiere. 

Si maintenant on fait la substitution des fonctions 2 r aux fonc- 
tions d dans les formules (XXIII^); si Ton remplace ensiiite 
v/e< — ^2 5 — ^3 par leurs valeurs (XXXVI2, 4) 

on obtient aussi 


2Q‘QoQi 4?’?o9'i S'o(?2— 93) 

D’ailleurs on trouve tres ais^ment 


iq^qlqi ^^ 3(0 i ^ t ) 


On a done 


Exactement de m^me, en partant des formules (XXIII2), on 
trouve 

2r,(2P|aT)= — + + &!(*’)] 

4 Q*eoQ! 


et Ton a d’ailleurs 


4Q^QoQ? = 2&»(olat). 
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246 * On pr^voit que Ton doit pouvoir transformer Tune dans 
Fautre les relations qui fournlssentles expressions de 2^3(2 | 2t), 

S8(2p|2t), en changeant en p + ^ et en se servant des for- 

mules (XXXIVe). Mais tandis que, tout k I’heure, ce changement 
ne nous a rien donn 6 de plus que ce que nous savions d 6 j^, il va, 
cette fois, nous donner des relations entre les constantes. Si, en 
effet, dans les relations du numero pr^e^dent, on change p en 

p + ^ , on trouve, apr^s des reductions immediates, 

1 


&,( 2 Pl 2 t)= — 

4 Q*(ioQ! 








Ces formules comparees aux precedentes donnent 


1 _ I _ 2 Q*OoQ? _ Sri(0|2T) 

2&.(ol2T)“ 2 r|(o)-&Ho)’ 

_ 1 _ QoQ| _ 53 ( 0 1 2 t) 


2Sj(0 I 2T) 

On a done 


aQgOl 


S|(o)+ 3 ' 2 (o} 


(XLVII3) 


3fl(2(' I 2 t) = 
2rj(2Pl2x) = 
2 rj( 2 t> I 2X) = 
3ri(2P|2T) = 


2 f»(o| 2 X) 

Srj(p)-Sr?(p) 

23’3(o|2T) 
2 & 2 (o| 2 X) 

2r*(o|2x) 


3100 -^ 100 , 

2 &j (0 I 2 X) 
2&3(0|2t) 


etl’on a, d’autre part, 


(XLVII*) 


2 &|( 0 ) 2 T)=&J( 0 )-&J( 0 ), 

2 S|(0l2T)=&|(0)+&U0). 


relations auxquelles il convient d’adjoindre les relations suivantes 
obtenues en faisant f = o dans les deux derni^res formules de 
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transformation et dans la premiere divis6e prealablement par v, 

/ a&,(o|2T)&j(o|aT)==&|(o), 

(XLVII*) I 2 rJ(o| 2 T)= 2 r,(o)& 4 (o), 

( a&i(0 I 2 t)& 4 (o I 2T)— &',(o)&j(o). 

Les deux avant-dernieres formules sont d’ailleurs une conse- 
quence des relations (XLVIIj) 

de meme que celles qai les pri^c^dent equivalent a celles-ci 

( 2o2o| = 

(XLVII,) . 

( 8q2qJo}=- — 

1 

Ainsi, comme on a qj on voit que les quantiles Qo, q<5 Q2, 
q 3 s’expriment algebriquement aii moyen de q^^ q^^ q^. De 

mtoe pour les fonctions 2r'(o|2T), ^2(0 | 2 t), Sr8(o|2T), 
2^4(0 I 2 t) et les fonctions 2r' (o), ^2(0), ^3(0), 34(0) de la va- 
riable T. 


247 . Transformation de Gauss. — Les formules (XXlV^y 
XXV<^3) qui expriment moyen 

de d{u I (0^, C03), a'a(w i w^, (1)3), permettent d’exprimer, d’une ma- 
ni^re loute semblable les fonctions au moyen des fonc- 


tipns 2 r((; I t). Nous ne developperons pas les calculs qui pr^sen- 
Lent exactement les m6mes circonstances que ceux de la trans- 
formation de Landen, que nous venons de faire. 

On trouve directement , au moyen des formules (XXIV^, 


xxvo, 






y 


%(v)%(v) ^ aSra(p)2r3(f) 
O'^oiQ? 


et Ton passe d’une formule a I’autre par le changement de p en 
4> _l_ . Au moyen des formules (XXV2_3), et en tenant complc 
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de la relation (XXIV4), 


on a ensuite 


Hi = 27)i-He8l0i, 


^ W [SrKO-SfC.-)] = ■ . , [^1(0) - 

?0 Ws-t-49'*9}J 

* ^o\9i-4q‘'qO 

puis, par le changement de en (> + -, 

“ * ?o(. < 71 -- 49:^4’}) 

<l’ou I’on conclut les forniules 


2ij('o|-')= 


(XLVIII,) 


( ..(»|1) ..(o|=) ’ 


&3 o U 


1 o - 


et les relations 


XLVfllO 


kP2 0> - =22r;(o)&4(o), 




V 2 ) ~' ^3(0), 


(o -) = ^|.(o)+2r|(o), 


S 5 (o|-) = ^l(o)-&i(o), 



LES F0NCTI0N8 


lai 

qui Equivalent aux suivantes : 

Q\-qiqty 

"^qlq^ = Qo* [o2^-+- Q8 ^]i 

dont les deux premlEres ont dEja Ete Etablles an n® 244 . 

On peul verifier que les relations (XLVIII4) sont, au fond, 
identiques aux relations ( XLVII4) ; on passe des unes aux autres 

en changeant t en -• 

248 . Les relations (XLVIL) qui lient algEbriquement les quan- 
titEs gr, <70, 5^4? 5^2, quantitEs Qo, Q4, Q27 Qs et les rela- 

tions (XLVIIIa) qui lienl algebriquement les quantitEs Q', Q^, 
Qi} Q o Qa quantitEs gr^, gr^, q2, q^ permettent d’Etablir des 
formules interessantes concernant la transformation quadratique 
des fonctions rnodulaires h(T), 'f (t), ^(t), x('^)* 

La definition de la fonction b(T) donne 

Ii(2t)= q^qoq\'» 

en Elevant les deux membres au carrE et en faisant usage de la re- 
lation (XXXVL>), ^2(0) = '^q^q\q\ on a done 
(XLIXi) 2h2(2T)= h(T)2r2(o). 

On a de meme 

h(:) = Q'AQ;, 

d’ou, en faisant usage de la relation 2r4(c))= 90^3? 

(XLIXj) h2Q^ = h(T)&4(0). 

En changeant dans cette derniEre EgalitE t en t -h i? et en faisant 
usage des EgalitEs (XLIIL2) et (XLVQ, 

2r4(o| tH-i) = 3r3(o), h(T -f- 1) = v/th(T), 


on a aussi 
(XhlXs) 


h!|^l:^) = {/Jh(T) 3 r,(o). 
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249. Si r on r^sout par rapport I q,, q^, y, les Equa- 
tions (XXXV1II(, a, 5 ) qui dEfinissent y('c), <j'(T), ^(t), on trouve 


9’! = 


ip(T) 


_L 


\/iq^ X('') 

et I’on aura de mEme 




X(^) 


TT 


o = > y(at) Q _ y/ay 

‘ x(2t/ ’ x(^'') 


93 V2y 


Q,= f/i.TVilll). 


En portant ces valeurs dans les relations (XLVII 2 ) 


Q3= 


QJ = 


9i-^9z 

iq\ 


9 


Qi = 


9i 7s 
«99f ’ 


on trouve, aprEs des rEductions immEdiates, les trois formules 


■ Kat ) _e/r 
X(a'') ^ 

V^a X 2 ( t ) (p 2 ( T ) = xH a ^ ) [ » -+- 'i' * ( ■r ) ] , 
{/ix2(T)o«(T)Y‘(2T)= x‘(a'')[i — 4'‘('')1- 


A cause de la relation y3(T) = ^(T) la premiere de ces for- 
mules peut s’Ecrire 

(XLIXO <Kav):p(x) = v/ix('')x(2^): 


en Eliminant on a ensuite, a I’aide des deux autres for- 

mules, les relations 


(xtix., ,.(„)= *.(„)= 

A cause de la formule y®(T)-l- t{;®(T)= on a aussi 


<P*( 2 t) 




d’oCi Ton tire, en extrayant la racine carr^e et en observant que 
les deux membres doivent 6 tre positifs pour t purement imagi- 
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naire, 

(XLTXe) 




14- 


I — 

cpHT) 


250. En remarquant quela transformation quadratique ^ ^ 
equivaut k la suite de transformations 


^I4-T, 2T, 



en appliquant ce r^sultat k la fonction et en tenant compte 
des formules (XLV) et (XLIX4), on trouve sans peine 


(XLIX7) 



I 

v/2X('^) 


Observons aussi qu’eii cliangeant t en ~ dans les formules pr6- 
cedenles, on en tire 



I -4 

I — O^i'z) 

2Cp^(T) 

I 4- cp^(T) 


1 Cp^(T)’ 


251. Enfin les resultals precedents permettent encore de ra- 
mener les fonctions cp, ^ ^ seule fonction h. 

Dans la formule QJ, — ^o? 3 , changeons t en i -I- t et d^signons 
par Qo ce que devient le premier membre; comme go ne change 
manifestement pas, et que se transforme en 72 > on aura 

Q'o=goq2’ 

Soil aussi 

TZl . — 

Q ff - 2 7 rt 2 • 

— C — ‘'V J 

on aura 

h( = Q'^QS - 

1 

d’ou, en se reportant aux expressions de h{2-z) = q* q^gu 
h(^l'j = q^qoqi et aux d^Bnitions des fonclions tp(T:), ({/(t), 
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^(t), on trouve de suite 


(XLIXg) 



Nous nous contenterons d’observer (^), relativement a ces for- 
mules, qu’elles permettent de deduire ies formules de transfor- 
mation lin^aire des fonctions modulaires cp(T), 
celles que nous avons Stabiles pour h(T). On obtient ainsi, dans 
les six cas du Tableau (XXo), des formules ^quivalentes aux for- 
mules (XLVI|.. 2 ), mais affectant une forme diff^rente. 


252. Les formules 


(XLIX9) 


^^0 = 


^2 = 


_ 

e h(T), qx = 



e 


TTCi 

12 


h(2T) 

h(T) 


^8 = 



qui expriment q^^ q^ en fonclion de t, se d^duisent imm^- 

diatement des formules de definition des fonctions A(t), ^(t), 
^(t), x('^) formules (XLIXg). 


253. En combinant les transformations de Landen et de Gauss, 
on obtient les expressions de 2 ra 4 .<( 2 (^) au moyen des 

fonctions 

La premiere des formules (XLVII3), par exemple, peut s’^crire, (*) 


(*) Cette int^ressante remarque est due & M. Dedekind : Ueber die Theorie der 
elliptUchen Modulfunctionen {Journal de CrelUt t. LVIII, p. 288). Dans les 
Elliptische Functionen de M. Weber, les r^sultats sont donnes pour les fonctions 
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en changeant t en -> 




Sr^ColT) ’ 
mais, d’aprfes la formule (XLVIIls), on a 

^ / t\ _ aSr,(p I T)Sr»(p I t) 

' * H°\d 

Or /„ t \ _ aSri(p|T)&3(o|T) _ 

■ 

done, comme^ d’apres la formule (XLVIII4), on peut remplacer 
par le produit 2 ^2(0 ] t) Sr3(o | t), on obtient la relation 


(L) 

On a de m^me 


5 ,( 0 ) & 3 ( 0 ) 274 ( 0 ) 


(L) 




3r4(2p) = 


2r2(o)2r|(o) 

. ^tio) ^lio) 


VIII. — Transformation d^ordre impair des fonctions 

254. Dans I’^tude de la transformation des fonctions S, nous 
n’avons envisage jusqu’ici que les cas ou Tordre de la transfor- 
mation est egal a i, ^ 2 011 a une puissance entiere de 2. Nous al- 
iens ^tudier maintenant les transformations dont I’ordre est im- 
pair et positif, transformations qui se ram^nent (n® 130) a celles 

oil Ton change (i)| en ~ sans changer tOg, ce qui revient a changer 
^ en rn> et x en /it, k celles oii Ton change 0)3 en ^ sans chan- 
ger (o<, ce qui revient k changer settlement t en — > et aux trans- 
formations inverses. 

En combinant les formules de transformation que nous obtien- 
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drons ainsi (^) entre elles et avec les formules de transformation 
lin^aire et quadratique des fonctions 2r, on pent obtenir en efFet, 
d’apr^s le th^or^me d^montr^ au 131, les formules de transfor- 
mation d’un ordre quelconque positif (X). II n’y a d’ailleurs pas 
lieu de consid^rer celles dont I’ordre est n^gatif, car nous avons 
suppose essentiellement (n° 181) que les coefficients des parties 

imaginaires des rapports ^ p6riodes k 1 aide desquelles 

on forme les fonctions sont posiiifs. 


255. Nous aliens done chercher a exprimer, d’une part, les 
fonctions 3(/ip|nT), d’autre part, les fonctions au 

moyen des fonctions | t). 

Nous ddsignerons, comme nous I’avons d^ja fait a propos des 
fonctions d Uj da,u, par de petltes capitales les constantes relatives 

aux fonctions I ^ ) to j ^3^ et ] /it). Ainsi, 

nous poserons dans ce paragraphe 

I Q = = e«T7i/, 

V = « y =: 00 

Qo = 1 T( I = + 

, .. v=l v=:l 

j Vrroo Vzrao 

1 = Q3 = JJ(> — 

\ v = l V=:J 


Les quantit^s Q, Qo, Qi, Q 2 , Qa sont d’ailleurs li6es par les 
m^mes relations algdbriques que les quantit^s q, q^, q 2 , qs- 

Nous poserons aussi, pour abr^ger, 

J = — QSQ\ 


2coi ai toi 


Aj a)j 


2 r,(o) 2qlqoq‘^f ^^2(0 | nx) = ^ = aQf QoQ*, 

dj -^2 


3^8 (t>) = “ — 

(1% 

&*(0) = ^ =?l?0. 

a* 


3r,(o|nx) =^ = QiQo, 

&v(o|/it) =^=Q{Qo, 


(*) II suffirait mAme de ne considdrer que le cas oti Tordre de la transforma- 
tion est un nombre premier impair; mais cette restriction n’apporterait aucune 
simplification aux formules que nous aliens dtablir. 
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ce qui permet d’^crire comme il suit les formules (XXXIII<_4), 
qui relient les fonctions d aux fonctions 2 r, et celles que Von en 


d^duit en changeant 0)4 en ~ : 


a'u — 


erf a — » (03 1 = Aie 2*^1 ^i{nv\nz), 


'^1 / tii \ «H,M* 

= tta-i-i S’ 044-1 (<^), ci'afw > 103 j = Ao(4-i e ^aL-^i{nv \nz). 

Ln substituant ces derni^res formules dans celles (XXVI4 ) qui 
expriment les fonctions d(^ mojen 

des fonctions a'w, nous aurons imm^dialement 

Si 

Ai^i(;ip1 nx) = e^ai Si(p)TT — 


Aa+i&a+i(w‘’| nx) = e'^aa+i Sfa+iCf) JJ 


hi) 


(r) •^a4-il- 


ou r doit prendre n — i valeurs enti^res dont aucune ne soit di- 
visible par n, non plus que la difference de deux quelconques 
d’entre elles, et oii f represente I’expression 

^ 27 ' 7)1^2 ^ f/ u r\2 r»l 

20)1 jLd n 20)1 jLik L\20)i 71 / 7 l 2 j 


En se reportant ^ la valeur de Hi (XXI5), on voit de suite que 
cette expression est nulle. On a done finalement 


Si(p+-) 

3r,(«plnT) = |-'3r,(p) JJ Hh"' 

s.«(~i-)=i^s.«(.)n „ ih - 

(r) »a+l ( - ) 
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Les constantes sont des fonctions de q. II en est de m^me 

Aa+i 

des produits 

(r) (r) 

(r) (r) 

qui figurent en d^nominateur. On pent ^valuer chaciin de ces 
quatre produits en supposant que r parcoure seulement la moili6 
des valeurs qu’il doit prendre, c’est-a-dire, d’line fagon precise, 

en supposant qu’il prenne - — - valeiirs /’ 2 , 

2 

aucune ne soit divisible par n, non plus que la dilT^rence ou ia 
somine de deux quelconques d’entre elles; les ” — valeurs res- 

tantes seront congrues, dans un certain ordre, suivant le module 
a celles-U chang^es de signe, et le produit correspondant sera 
^gal, au signe pres, au produit que nous allons calculer, comme 
on le voittoutde suite en se reportant aux formules (XXXIVj.a). 


256. Pour eval tier les produits 

«/•} r) 

reportons-nous aux formules (XXXlls .g 6^^) , et remplagons-y 
z = par 

^ rizi 

Zr— e " ; 

on aura immediatement 


JJpi(-«/’) 

(r) 


W— 1 
= 2 * 




1 


ir) 




(r) L v=l 
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[V:x^oo 

IT - 

V=1 
V = w p 

=n[n 

v-i L (r) 


(1 — ^*V^2)(,__y2V^*)J 

TT (i — griv -i) (, _ » ) 


d’ailleurs, si I’on pose 


on aura 
et le produit 

est (5gal a 


Z% — s'*, —z 

JJ(,_5,iV£,)(,_y2VE-r) 


comme on le voit en se rappelant que les nombres 

^1) ^2> •••} ^1) ^2) •••? — 

n’etant point divisibles par n, non plus que la difference de deux 
quelconques d’enlre eux, sont congrus (mod. a), dans un certain 
ordre, aux nombres i , 2 , . . . , n — i , et que Ton a, e etant une 
racine primitive de I’linite, 

T 

(i — ea7)(i — . .(1 — 

\ — X 

On pent done ecrire 

(r) (r) 

et, de meme. 


n~\ n — i /7 — 1 


J[Jp2(^/-)= 2 ^ <1 


jq ps ( '®/’ ) 
(/’) 

jq Pki^r) 


= g^-% 

— Os 
= <72 — 

q> 


'r = rt, r, 


'^y 


T. et M. - II. 
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Quant aux produits 


(!•) 

ir) 

(r) 

= Jj^ cos 


— ri, Ts, . . 

ils s’^valuent sans peine comme il suit. D’abord le signe du pre- 
inier depend du nombre de facteurs negatJfs qui y figurent : or 

sin^est positif ou n^gatif, suivant que la partie emigre 
de -1 d^fmie par les conditions precises 

est un nombre pair ou impair; le signe du premier produit sera 
done celiii de 

(-- 1 )'" 

De mSme, puisque Ton a 

nz . n-{- 7 .r 

cos — — sin T . , 

n 2/1 

le signe du second produit sera celui de 


D’ailleurs les nombres 

ri, Tj, > “'’it ^ ^n-i 

2< 2 

^tant certainement congnis, dans un certain ordre, suivant le mo- 
dule n, aux nombres 


I, 2, 


■I, —a, 


les nombres 


ri, rj, 
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sont certainement congrus, dans un certain ordre, aux nombres 

, n — I 


:i, ±2, 


en sorte que i’on a ( ^ ) 

n 


. nr 

It I I sin - = 

n 


(r) 


n 

(/') 


n 

V - 1 

_ n — 
“ 2 

n 


. VTT i/n 

sin — = , 

n itzl 

2 2 


cos — =11 cos = 


( ') Voici Tun des precedes qui conduisenl a ces ri^sultats : 
L’^quation 


a pour racines les 2 /i — a valeurs de 
iki: 

~ ^ ) (/: I, 2, . . /i — I, — I, — 2, . . — n 4- i). 

A. 

On a d’ailleurs 

kiz I xl — i 
sin — =: 


et, en remarquant que cst 4gal ii i, on en conclut 


ik) 


y — n- I 


(- 0- n TT = n ^ n - *)’• 

V = 1 lA-) V = 1 

Or si, dans Tequalion proposde, on fait 

a?’ = I 4- w, 

on forme Ti^quation en u 

(i 4- W)'»“’4- (l 4- m)'^=4-. . .H- I == 0, 

dont les racines, qui ne sont aulres que les valours distinefes de — i, ont 
pour produit (— On en conclut 


n . VTT n 
sin-— = - — 
n 
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On en conclut d’abord 


(/■) 

„ , . iLnl !:-‘n 


(/’) 


ir) 

= r,, ..., (')■ 


puisque les deux membres sont (ividemment positifs. On en d^duit 


On irouve de m6me 


n . vir sjn 
sin — = — — r • 

n IzJL 

7 = 1 2 * 


n VTT I 

cos- - 

V = 1 2 2 


(‘) La premiere de ces formules donne un r^sulLat assez interessant en suppo- 
sant n = 3, r = 1 , i savoir : 


Q. = 42 


. (2/14- l)Tt 

Sin , 


et, en r^unissant les termes oil n est de Tune des formes 3/?, 3/7-1- 2 , 

V=^ 

(— i)P5r*F(V+0 (— i)P^(»f'+») (»P+», 


enfm, en rempla 9 ant q par , 


JJ (I- a;») = 1+2 L'® * +a; J J 


: I — a? — a7“-h a7‘H- a?’ — a?’* — a?“-+-. . .. 


Cette identity est due ^ Euler. 
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257 . Les m^mes formules s’appliqueraient aussi aux — ^ — 
nombres ''/14.35 • • - ^ faut adjoindre aux nombres 

X 2 

7 * 4 , r2, . . . , pour former la suite complete Ti , r2, ... 1 rn-\ • 


En supposant la premiere ^gallte LI2 ^crile pour ces valeurs de 
r et eu multipliant membre a membre avec cette m^me 6galit6, 
on trouve 




(r - /•,, rj, . . r„-i). 




(^) 



On a aussi, pour les m^mes valeurs de r, 



-,)(r) qn- 


W — 1 





D’ailleurs, on voit tout de suite que les differences 


(r) (r) (r) (r) 

ne changent pas quand on remplace les nombres r par d^autres 
qui leur soient respectivement congrus suivanl le module n, 
puisque les differences 


E 



r 

— 7 

n 


E 


( 


n-^ir 

in 


) 


r 

n 


ne changent pas quand on augmente r de /i. D’autre part, si I’on 
prend pour les nombres r les nombres 



les deux differences que Ton s’est propose d’evaluer sonl respec- 
tivement egales a 


les quantiles E j , E 


sont, en effet, nulles pour toules 
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ces valeiirs de r, sauf la premiere, qui, pour les valeurs negatives 
de est ^gale a — i . On a done finalement, en remarquanl que 

les nombres ^ r, ^ ~ sont en m^me temps pairs ou impairs, 

(r) (r) 


(Lis) 



\ 


el, par consequent, en se reportant aux valeurs des quantiles , 
A I , *a+i ) -A-a+i , 


— '• 

^,(ni’}nx) <'■> 0 ’ 

° Ir) 

S f- 

2r,(7M>l/lt) = (— i)"’' ^)’ 

(r) 

2f3(ni’ I nx) = ^ > 

(/•) 

I nx) = » 

('•) 

(r= r,, ra, r««i). 

On pourra prendre, en particulier, pour les nombres rj, 
une suite telle que 

'T~ 

aucun des nombres r2, . . n’^tant divisible par n, non 

__ 

plus que la difference ou la somme de deux quelconques d’entre 
eux. 

II convient d’observer que les quatre formules que I’on vient 


(LI4) 
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d’etablir peuvent ^tre d^duites de I’une quelconque d’enlre dies, 

1 I T . I T 

en y remplaganl ^ par • 

258. Nous avons deduit les expressions des qiiatre fonctions 
I ait), 2ra(Ait^ I /it) des expressions de d j , 

inutile d’ observer que ces expressions 

peuvent s’obtenir tout aussi facilement, et meme d’une fagon plus 
rapide, en partant des formules qui donnent les fonctions 3 d^- 
composees en facteurs. Au fond, I’analjse que nous allons indi- 
quer d’apres Jacobi (’) ne differe pas de celle qui pr(^c6de. 
Partons, par exemple, de la formule (XXXII7) 

V 

Sr3(p) — ^0 J]|[ [* ‘2^2V-lcoS‘2V7r -h ^2(2V-1)]. 

V— 1 

On en deduit 

V -00 

\ nz) = Qo J J 2^"^2V-l)coS2/lt>TT ^ 2 rt( 2 V-l)J. 

V -rl 

D'un autre cote, si Ton decompose en facteurs du second degre 
en q le polynome de degre 2 //, 

I - h 2^'^cos2/iP7t 4 - 9^2//, 

dont on a immediatement les racines, on trouve ( 2 ) 

I - 4 - 2 9'"COS2Al^’7C - 4 - 29 ^ COS27r 

(r) ^ 

(r — o, • • *1 /’«-! )• 

En changeant dans cette identite q en et en Tappliquant 

a cliacun des facteurs qui ligurent dans le produit infini on trouve 
immediatement 

f v = 00 

JJ j^I-h 25 r»''-lcos'iU [v -t- -i- g 2 (iv-l)j 

v = t 

(/• — o, ri,rt, 


( ' ) VVeuke, 1. I, p. 238. 

(^) C’est I’ideniite connue sous le nom de theoreme de Cotes, 
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2f,(ni>lnx) = ^ (*’ 

(r) 

(r = ri,rj, 

Le lecteur a d’ailleurs, dans ce qui pr^c^de, tout ce qui est n^ces- 
saire pour appliquer la m^me analyse aux trois autres functions 2r ; 
on peut aussi deduire ces trois autres formules de celle que Ton 
vient d’^tablir. 

259. Prenons maintenant les formules qui donnent 



^ 1 \ 

M — J W 3 )> 

a'a {u , a>3 

\ \ n / 

\ n J 


au moyen de <tw, a*aW sous la forme (XXVI,„j;). On trouvera de la 
m^me fagon 

..1 r 1 

(LIb) 2rS^,(r) 

<'■' L (« j J 

\ 2 / 

Dans cette formule, a peut prendre Pune qiielconque des va- 
leurs I, 2 , 3. On peut T^crire de diverses fagons; on peut y rein- 

placer, par exemple, — — par 

71 2 r j (o I n T ) 

Sr; (O) ^2^1(0)’ 

on peut aussi, en ^levant au carr^ la valeur (LI 2 ) trouvee pour 

(/•) ^ ^ / 

(^crtre 

&,(w|/it)= (^) — • 

{r) 

260. On obtient des expressions analogues pour les functions 
Sfo+i / it), (a — I, 2 , 3), suit en partant des formules (XXVI5) 
e en passant des d aux 2r par les formules (XXX 1 II 4 ), soit en 
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rempla^ant dans les formules (LIis), que I’on vient d’obtenir, 
€crites explicitement pour a = i, 2 , 3, successivement ^ par 

(^4- nous nous contenterons de transcrlre 

Jes r^sultats : 



2rs(«p(«'t) = 

(r) 

r 

1 ^i(:) -1 

(Wo) ^ 

('•) 

[■''•'-■.el"'"] 


9 

=g^.(.)n 

{r) 



%{n,v\u-z) ~ 

{r) 

I*-’-".®"”] 

(LI-) ' 

(/*; 


1 

»g8,(,)n 

(/•) 

1 

h-i-'"] 


/it) = J1 

(r) 

L "*(;) -1 

(LU) . 

=g^‘<-n 

(r) 

r 1 

sri(p)+— ^si(p) 

L (j) J 


=r;»‘<'»n 

j Ir) 



^r = r„ri, 
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261 . On v^rifie sans peine que, en changeant k nouveau, dans 
Tune quelconque de ces formules, ^ent^+^j 

on retombe toujours sur les m^mes resultats, au moins si Ton 
tient compte des egalit^s suivantes, bien aisees k ^tablir, 






n ^ j (o I n z ) 


(r) 




a = 1,2, 3; r = r,,r 2 , 


262 . Le cas ou Ton divise la seconde perlode par un nombre 
impair n, et la recherclie des expressions des fonctions ^ | 

au mojen des fonctions se traitera de la m^me maniere. 

Partons, par exemple, des formules (XXVIl4_3), et, lout en 
conservant les notations pr^cedentes pour ce qui concerne les 
fonctions a'(w|(04, (O3), <3'a(w | , (O3) et 2r((^|T), designons par 

de petites initiales affect^es d’un accent les constantes relatives 

aux fonctions < 3 ^ | (0^, ? o’a | Wo et & ; en d’au- 

tres termes, posons 


et & ( ^ M ; en d’au- 


q '= e '* 


^ = * / SV\ ^ / 2V\ 

V=1 V~1 

/ 2V— 1\ * / 2V-r 
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Soient aussi, pour abreger, 

-i-S’i (ol-) = 4- = -Q'o’Q'S 
2 U)t * \ In/ Aj Wi 
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Nous aurons alors, en passant des fonclions o', rfa fonclions 


A'jSTi 


(!•) 




Aa-f-i ^a-t-i 


■i’-'i) 


(r) ^a+1 




~ j JH. 

ir) 

(/'=-= /’i, r 2 , . . M ^ w -1 )i 

. 

ou <1^ represente I’expression 

d — _*LL 142 __ TQg m2 P3 

^ -20)1 n 

(r) 

+ S' 

qui se reduit imm^diatement, et esl egale a 

^ 2VTzi'^^- 

Si Ton pose, pour abreger, 


lr) 


/ a, 

^‘=Ai 


n^' 


(^) 


Da+t = 


CI'OL+\ 


(r) 


(UI5) 
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les formules pr^c^dentes prennent la forme 


(LIU) 


I (r) 

..,(.11)= 




/•t\ 


(r = ri, r,, . . , r„_|). 


de sorte que le probleme de la transformation de t en ^ est ra- 
men^ an suivant : 

Exprimer, au moyen de q, les quantiles hi, d^fmies par 
les formules (LII5). 


263. II est ais^ devoir comment, au moyen des formules (XXXIV), 
on passe de I’line des relations (LII 4 ) aux trois aulres en ajoutant 

successivementa Targument ^ les quantiles trouve 

ainsi, par un calcul tres facile, en comparant les r^sultats, et en 
se rappelant que ^ ^ est toujours un entier de m^me parity que 

(r) 

Ir) 

S'- 

(LIl5)6/f ^1=^4? 62 = ^3 — ( — bi. 

II nous suffira done d’exprimer, au moyen de q, Tune des 
quantit 6 s hi, ^ 2 ? ^ 4 * 


264. Nous commencerons par exprimer, au moyen de q, les dif- 
f^rents produils 


j 1 


Si I’on se reporte k la formule (XXXIIj *«) 


o» -5) = qoA^), 



LES FONCTIONS 3r. 


/('S) ^ J][(l (I + 5r*v-l;5-2), 


et si Foil fait 


on aura manifestement 


/‘TTCi r 


r=:l \ * • 


en sorte qu’il suffira de calculer le produit 




qui peut s ecnre 


nin[, 


V=rl ( (r) 


r --rrl, 2, 


Or on a, comrae on le reconnait de suite, en ^crivant les fac- 
teurs de la quantite enlre crochets, de mani^re que les exposants 
de q aillent en croissant, 


* r ( 2 V — } r ( 2 V— 

jq L«+? " J L'-i-? " J 


et, par consequent, le produit cherche est egal a une fraction 
dont le denominateur est egal a 

V=QO 

jq (1-4- 
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tandis que le num^rateur est ^gal a 


V== >* = ” r S{V-l)«-f- 2 (X — IT 

V = 1 ( 1^1 


]-=nU»'^'] 


(I’dgalit^ r^sulte de ce que, dans le premier membre, les expo- 
sants de q sont tons les nombres impairs divis^s par rt). On a 
done 


n /<-') 


et par suite 




1 

= flr 2 Si 
^0 


Par un calcul tout semblable, on obtient de meme les relations 


I n — l 


n—l n—l n—l , 
= i (7 8 n ~2~ SSl , 


n 


^-g *" go^ 777’ 


n ^‘(t) 




265. C’est eu nous appujant sur la premiere de ces relations 
que nous allons exprimer en fonction de q, Comme on a mani- 
festement 


Zn-r= q = 




on en conclut 


f{Zn-r) = g " f{Zr), 


n — l 


n /(«.) = n fi^n-r ) = n 


2r — n , /n — 1\» , 

q~^ = Q ■ ( s ) , 

9s 9s 


r = 
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€t par suite 


J 9z(^r) — ^0 ^ 


fj /M ^ 


q'^ ® ^ q\ 


Mais il r^sulte des formules (XXXIVg) que Ton a 


Z r^q ^3 - ; 


done la fonction 


ne change pas quand on remplace r par r + /i ; par suite, le pro- 
duit 

TT<7"‘2r3/ — ^ (r = /-,,r2, 


lie change pas quand on remplace r<, • • • , par iin sjst^me 

analogue de nombres entiers. On aura done 




A--^r 


et, en se rappelant Texpression de la somme des carres des n — i 
premiers nombres entiers, on troiivera, apres des reductions im- 
mediates, 


Ea se reportaot aux valeurs de et de A' , on a done 

<Uh)ter h=-^Q' . (/• = r,,rj, 

1o 

Cette expression se rdduit a || lorsqu’on prend pour /• les nom- 




266. A I’aide des relations (LIIs) (n‘’*262, 263, 265), on ob- 
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tient imm^diatement les relations suivantes, qui peuvent ^tre 
utiles; la troisifeme a obtenue au num^ro pr6c6dent. 


(LII3) 


(n-l)lw — 81 VI r> 


(ri 


V r* 


?! 


! </•) 


-SS 




„*_1 yf r» 
^ n * 
(r) » 


(r) 




S’- 90“ 


„s_i yi ,.J 
ft ft* 


jjs. (")■=(-.)'- 

('•) , ^ 
(r = r„rj, ...,'-«-i)- 


On a aussi les relations suivantes 


(LIIo) 


(-0 


«! 


n^i 




rT\ 

TT/ 


Ag 

dotH- 


/r = /’i, rg 


‘ /t- 1 \ > 
“ / 


(/’) 



ft *-~l 
^ 12 ft ' 


ir) 


qui resultenl imm^diatement du calcul des quantiles ^1, frg+i, si 
Ton prend pour r les nombres rh =fc: To? • • •> — 

2 

Comme on a d’aiUeurs 


Ai 9 *^^ fo') Aa.4-1 (n) 


0 

a 

II 

’!« 


i) 


\ 

nj 


on pourra exprimer J)’ ^“+' (®| ~ au moyen de 3 j(o), 

laissons au lecteur 

(r) {'*) 

le soln d’6crire ces formules. 


267 . Les formules (XXVII4), qui expriment les fonctions 
j ti>i, au moyen des fonctions a'w, (S'*?/, 
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nous permettent d’exprimer aussi les fonctions 2r | au mojen 

des fonctions 2r(p). En passant des o' aux S k I’aide des rela- 
tions (XXIIIi_ 4 ), et en remplagant, a Taide des relations 
(XXXIX5), les produits (ea — — ^r) quantit^s 

^a^-l(o )1 0^1 obtient ais^ment les formules suivantes : 



268. En changeanl, dans ces formules, en + 

^ -f- on obtient six expressions pour chacune des fonctions 

S au mojen des fonctions 2r((^|T); elles se reduisent a 

trois, si Ton tient compte des relations (LIIo). 

On remarquera d’ailleurs que les deux probl^mes qui con- 
sistent a exprimer les fonctions | /ti) au mojen des fonc- 
tions 2r(o|T), et les fonctions 2r au mojen des fonctions 

2r(p|T)ne sont pas r^eliement distincts; on ramene Tun k I’autre 
par des transformations lindaires. En effel, pour exprimer les 

fonctions au mojen des fonctions 3 ((^|t), on peut ex- 

primer les fonctions S j ~ ^ au mojen des fonctions 2r j — ^ 
(c’est line transformation lin^aire); puis, exprimer les fonc- 


T* itr 
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lions S j — au moyen des fonctions 2r 
premier des deux problAmes); puis, enfin, exprimer les fonctions 
^ moyen des fonctions 2r((^|T:) (c’est encore une 

transformation lin^aire). 


269. En se reportant aux definitions des fonctions modulaires 

(p(-c) = h(T) = 5'o<?^, = 

et aux expressions des produils 

mo- mo)- o- ’?)’ 

(r) (r) 

au moyen de q, q#, Oa pour les uns, de q, qJ,, q* pour les aiilres, 
on obliendra imm4diatemenl les relations suivantes : 


(0 

( 2 ) 

( 3 ) 

(LIII) 

( 4 ) 

(5) 


ir) 

//•:i.(«r)[h(t)]V =JJ 

(r) 


?l£l} _ I'-) 

“m- 0 ' 


(r) 


m‘(;) 

(r| 


(/•I 

l int) [h(x)1 » 

ir) 
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270. II importe de remarquer qiie, puisqu'on sail exprimer les 

fonctions 3 au moyen des fonctions 3 (^|t), 

on sail, par cela in^me, exprlmer, au mojen des fonctions 
3 ((^|t), les fonctions 3 (/ 2 (^|t); ces derni^res, en effel, sont des 
fonctions enti^res, homog^nes et du degre des fonctions 

3 comme le montrent les formules (Llg^g), et les fonctions 

3 sont des fonctions enti^res, homog^nes et du degr^ 

des fonctions 3((^ | t), comme le montrent les formules (LII); les 
fonctions 3 (ai^^) sont done des fonctions enti^res, homog^nes et 
du degr^ des fonctions 3((^). Cette conclusion subsiste m^me 
si n est pair, comme il est ais 6 de le voir en pensant aux formules 
relatives aux transformations de Landen et de Gauss. Si Ton se 
borne au cas ou n est impair, on obtient des formules equiva- 
lentes k celles dont nous venons de d^crire la formation, en com- 
binant les formules (LI 4 ) et(LIl 4 ), oh les expressions des fonc- 
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lions 2r(np|nT), component chacune un produit de 

n fonctions 3 d’arguments diff^rents; I’expression de chacune des 
fonctions | t) comportera ainsi iin produit de fonctions 3 ; 
on trouve, en effet, 




((X, V) 

X2r3(ra(')= « 


gIU 3'4(/1<0 === 1 — 0^^’* JiX^^ \ 


+ , 

II n / 


en supposant 


r — ri, ra,.. 

[i. = O, /’i, /’2) • • • ) ^ «-l ) 
V = O, Ti, /’2) • ‘ 


et en ayant pos^, pour abreger, 

<A. = ?;’~ q *'■’ « • 

271. II est bon de jeter maintenant un coup d’oeil d’ensemblc 
sur les r^sullats obtenus dans les precedents numeros. 

Que n soit impair ou pair, les fonctions 3(/^^^|/^T), 3|^c^ 

sont des polynomes entiers homog^nes, du degre n par rapport 
aux fonctions 3((^ [t), cholsies convenablement. On peut d^s lors 
regarder comme rdsolu le probl^me suivant : 

fitant donnas quatre nombres entiers, a, 6, c, rf, dont le d^ter- 
niinant Q> = ad—bc est positif, exprimer les fonctions 3 ((^|t) 
au moyen des fonctions 3(v [ x), en supposant 


a -t- bz 


a 


Reportons-nous, en effet, aux r^sultats obtenus dans les n°® 130- 
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133; reprenons les notations employees alors et rappelons-nous 
que nous ne consid^rons plus qiie des transformations k d^termi- 
nant positif; on pourra ^noncer le th^or^me suivant. 

11 existe, d’une part, deux nombres entiers positifs p., assu- 
jetlis seulement ^ verifier la condition 

X(ji = ad — be, 

et a avoir pour plus grand commun diviseur le plus grand com- 
mun diviseur des nombres a, 6, c, rf; d’autre part, deux sys- 
t^mes a, [3, y, S ; a', [3', y', S' de nombres entiers, v^rifiant les con- 
ditions 

ao — = 


et tels que I’on ait 

(a -I- />T ) (a'-h P't) ~ X (a -h ^t), 

(a-h6T)(Y'H-S'T) = fJL(Y 

il suffit, pour s’en convaincre, de supposer, dans les n“® 130-133, 


T = 


(O3 

, 

0>l 


T = 


^3 ^ 


mais, en vertu de la theorie de la transformation lin^aire, les 
fonctions 3’(pt'^) ne different que par im facteur exponentiel et 
par des facteurs constants des fonctions 




a -4- p T 


Y -f- OT \ 


ces fonctions sont des polynomes homog^nes et du degr^ X par 
rapport aux fonctions 




[ 


X(a -f- Pt) 


Y -4- 8t 1 

X(a + pi:)J’ 


qui, en 
tions 


vertu des egalil^s prec^dentes, sont idenliqiies aux fonc- 


[a'-f- P 't P't)J 


et ces derni^res sont des polynomes homog^nes et du degr6 u par 
rapport aux fonctions 


/ 

Y'-t- S't\ 

\a'+ P't 

a'-+- 
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qui ne different que par un facteur exponentiel et par des facteurs 
constants des fonctions 3(v [t). 

Finalement, les fonctions Sr(^|T), a part un facteur exponen- 
liel qu’il serait bien facile de calculer, sont des polynomes homo- 
g^nes, de degr^ Xjji = arf — be par rapport aux fonctions 2r(v | t). 
Le tfa^or^me du n® 130 conduit done bien a I’expression des fonc- 
tions I t) ail moyen des fonctions 2r(v | t), et I’on voit claire- 
ment le role des nombres \ (x et Tavantage que pr^sente leur 
introduction. G’est toutefois par des operations arithmitiques 
ex^cutees sur les entiers a, 6, c, d qu’on obtient ces nombres )v, [jl, 
el il serait ^videmment tr^s interessanl d’avoir I’expression expli- 
cite, au moyen de ces nombres et des donnees, des polynomes en 
2r(v I t), expression dont nous venons d’etablir I’existence. C’est, 
toutefois, un probleme que nous n’aborderons pas ici (^ ). 


IX. — Sur un theoreme de M. Hermite. 
Relations entre les fonctions Th^or ernes d’addition. 


272. C’est a la theorie des fonctions d que nous avons rattache 
la definition et les proprietes des fonctions 2r. Toutefois, nous 
avons vu comment, dans bien des cas, il etait lout aussi facile 
d’etablir ccs proprietes en partant de ^expression meme de ces 
fonctions et, en particulier, de celle de la fonction 




qui est tr^s simple. 


M. Hermile a montre comment on pouvait prendre pour point 
de depart des series analogues a celle qui precede pour engendrer 
des fonctions plus generales, eii un certain sens, que les fonc- 
tions 3, qui toutefois, au moins dans le cas que nous considerons 
specialement dans ce paragraphe, ne sont pas autre chose que (*) 


(*) Dans un M^moire ins^r^ au Tome XLIII des Mathemalische Annalen, 
M. Krazer a r^solu cette question et m^me une question plus g^n^rale. La 
thode suivie par M. Krazer, ot interviennent les series trigonom^triques et ces 
jommes de Gauss qui avaient d^j^i permis k M, Hermite de traiter le cas de la 
transformation lin^aire, n’est pas de nature ^ ^tre d^veloppde ici : nous nous 
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des combinaisons tr^s simples de fonctions exponentielles et de 
fonctions S prises avec des arguments convenables. L’illustre au- 
teur a en outre ^tabli, relativement k ces fonctions ainsi form^es, 
une proposition trfes importante qui peut servir de principe dans 


contenterons d’indiquer les notations dont se sert M. Krazer (notations qui sont 
aussi cclles employees par MM. Prym et Krazer dans leur Ouvrage : Neue 
Grundlagen einer Theorie der allgemeinen ThHafunctionen) y et la nature 
du probl^me qu’il traite. 

II d^signe par le symbole 

la somme de la s6rie 


I 


grt ( m-t-g) *4-2 M-h/i TTl ) j 


m 


Oil ni preod toutes les valeurs emigres; a cst la m^me quantite que nous d^si- 
gnons par ttii; u cst la variable que nous designons par vizi) g, h sont des con- 
stantes reelles quelconques. Pour nous rapprocher dc nos notations, nous consi- 
dererons, en lui donnant le sens precedemment ddfini, le symbole 






en attribuant k g tVkh, dans ce symbole, Ics valeurs o, o; o, -> 


I 1 

0 ; - ) - > on 

3 2 


trouve les quatre fonctions 1"^), t), 2r,( | t), i Sr, ( | t). 

Ceci pose, en d^signant par a, by c, d des nombres entiers dont le determinant 
ad — be est positif, et en posant 


V 


a -h bi^ 


c -h dx 
a bx^ 


on peut exprimer la fonction 


['] 




au moyen d’un nombre flni de fonctions 


it] 


(vTri)TiCi- 


La m6thode suivie par M. Krazer consiste decomposer la transformation 

I en transformations de types determines ^ coefficients rationnels, et k 
\a bx j 

etablir la formule de transformation pour ces transformations parliculieres. En 
combinant ces formules, il parvient k la formule generale, qui appartient bicn au 
type que nous avons decrit dans le texte; mais cette formule, d’ailleurs assez 
compliquee, est explicite, et n’implique pas un calcul .aritbrndtique auxiliairc 
comme celui des nombres \ jx. 
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la th6orie des fonctions doublemenl p^riodiqiies ; nous allons 
donner, d’aprfes lui, quelques indications sur ce sujet. 

273. Soil h un entier positif et consid^rons la fonction 
ddfinie par I’^galit^ 

^ TZ iOHj , TZru 

(LVi) 4»(M) = y y " . 

n n 

ou les Aft sont des constantes qui se reproduisent periodiquement 
de h en A. Puisque la valeur absolue de q est plus petite que i , il 
est clair que la s^rie qui figure dans le second membre est absolu- 
ment convergente et definit une fonction transcendante enti^re de 
la variable u \ cette fonction admet manifestement la p^riode 2 ti)< . 
D’ailleurs, en decomposant en carres I’exposant de e regards 
comme un trinome du second degre en n, on obtient 

7ria).t» . Tziu TziiHz I ‘ hiziu^ 

— jii ^ ri = -7 — ( n H — 7 » 

Acoi toj Atoj \ ' 2 a> 3 / 

d’oil Ton conclut 

h Tt i UttOg / ^ ht! y 

n 

Si I’on change u en ii 4 - 20 ) 3 , le second membre ne change evi- 
demment pas, a cause de I’hjpoth^se 

^n-¥h ~ Art ; 

il en r^sulte que le premier membre admet la periode 20 ) 3 , el 
I’on en conclut imm^diatement 


— — — (m + (l)g) 

4>(w-h2a)3) = e, ^(«)* 

C’est Ik une propri^t^ analogue a I’une de celles qui ont et6 6ta- 
blies pour les fonctions S. 

274. Le th^oreme de M. Hermite consiste en ce que la fonction 
^(w), form^e comme on vient de I’expliquer, est la fonction 
transcendante entifere la plus gte^rale qui jouisse des deux pro- 



pri^tds 

(LV,) 
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4>(w -f- 2aji) = 

htzi , 

(M + a)|) 

w 2(1)3) = e 

Consid^rons, en effet, une fonction transcendante enti^re ^(w) 
qiii jouisse de ces propri^t^s. Puisqu’elle admel 20)1 pour p^- 
riode, c’est une fonction univoque de 

U%1 

car cette derniere Equation fait correspondre k chaque valeur de a: 
une infinite de valeurs de u en progression arithmdtique de rai- 
son 20)4 pour lesquelles la fonction doit reprendre la meme 

valeur; en d’autres termes, la fonction 

n’a qii’une seule valeur, quelle que soil la determination choisie 
pourlog^; d’ailleurs aiix environs de toute valeur j?, differente 
de zero, I’une quelconque des determinations de la fonction log^ 
est reguliere; il en est done de meme de la fonction de x prece- 
demment deOnie, puisque est, par hypothese, une fonction 

(transcendante) entiere. Mais alors, en vertu du theoreme du 
commandant Laurent, cette fonction de x pent etre mise sous la 
forme 

n 

les quantites A/^ etant des coefficients independants de x. En mo- 
difiant un peu ces coefficients, on pent done ecrire 



nuTZi w*(*)j7ri nuni 

e ***» 

n 

n 

hu^TZi WgTti/ 1 Am' 

^ »u)ia), y Aa)t 

et, puisque la fonction 

n 

hn"* TC i 




doit, par hypothese, admettre la periode 2(03, il doit en fetre de 
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Multi / hu Y 

smJ; 

n 

on en conclut, en changeant m en w + atog el /i en n — A, 

/ hu \* MgTT// hu \2 

^Ane^^i V v'* 20 ),; 


ou 


— 

2 A„ gr A A„-/,y * a?"; 

n /I 

or le d^veloppement, suivant les puissances enli^res positives et 
negatives de d’lme fonction univoque de x, reguli^re aux envi- 
rons de chaqiie point sauf le point ^ = o, ne peut ^tre effectu^ 
que d’une seule fa^on; on a done 

Art = Art— /i ; 

e’est ce qu’il fallait demontrer. 

27 S. Le role des fonctions 


w* nuTZi 


^(u) = '^k,tq^^e (ArtH-/i= Art), 


dans la thdorie des fonctions doublement p^riodiques, rc^sulte de 
la remarque suivante : Une telle fonction, outre les donn^es o)|, 
(Og, A, contient A constantes arbitraires Aq, A^, . . A4_^. Con- 

sid^rons une autre fonction W(w) form^e de la m6me mani^re 
avec d’autres constantes Bq, B<, Ba_i ; on voit de suite, en 
se reportant aux propria t 4 s fondamentales de la fonction <I>, que 
I’expression 

4>( w — a) 

W{u—~ay 

ou a d^signe encore une constante arbitraire, admet les deux p^- 
riodes 2 (jj«, 20)3. Void done une mani^re de former, par le quo- 
tient de deux fonctions transcendantes entides, une fonction dou- 
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blement p^riodique, contenant %h constaates arbitraires, savoir ; 

Ao Ai Aa-1 Bi B/^~i 

’ Bo’ Bo Bo ’ Bo’ ■■■’ Bo ■ 

On verra plus tard que c’est Texpression la plus g^n^rale des 
fonctions doublement p^rlodiques univoques n’admeltanl pas 
d’autre singularity que des p61es et ayant h p61es dans le paraliyio- 
gramme des pyriodes. 


276. Revenons a la fonction On pent, en ryunissant 

dans la syrie qui la definit les termes qui ont un myme coeffi- 
cient, I’exprimer comme il suit 


^(u) - Ao4>o- 4- Ai<I>i-+-. . .-h 


en posant 




{nh ■+■ f')^ 


e 


{nh + r) - 



{nft 4 - r) hn 

J 


n 


— e 


hu^ 7C i , 
<^a)l 


e 


( 


nh + r -f- 


hn \3 


n 


Dans ces formules, r est Tun quelconque des nombres o, i, 
2 , . . A — I ; on peut myme lui donner telle valeiir entiyre que 
Ton voudra, pourvu que Ton convienne que le symbole re- 

prysente toujoiirs la meme fonction quand on remplace le norabre 
entier r par un autre qui lui soil congru suivant le module A. 

Sur la premiyre dyfinitioii de la fonction on voit immy- 

diatement que Ton a 

( \ 


Sur la derniyre, au contraire, en dysignant par s un entier quel- 
conque et en remplagant u’ par on aper^oit de suite 

la propriyty qu’exprime I’ygality 


hlZi 



U-^ s 
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Oil 




(^u-hs 



*r+s(u)e 


STZi 

0 ), 


WjiX 

A J 


Si I’on prend en particulier r= o, el que Ton (derive ensuite /• 
au lieu de s, on a 

/ ^ \ rn/ / WsN 

w) = 4>o -h r e \ ^ / ; 

on a d’ailleurs 


^o(u)=^i 


nhuTZi 


in* A i 


= 2 qn^hginhmi — I At), 


et, par suite, 

(LVs) ^r(w) = ^ A H- TT I /iz). 


Remarquons en passant que, puisque I’on connait les zeros dc 
la fonction Si’s, on a par cela m^me les zeros de la fonction 


277. De ce que ^ (u) est la fonction la plus gen^rale vdrifiant 
les Equations (LV 2 ) on deduit, entre aiUres consequences, 
en remarquant que, pour A = 1 , on a 

= Ao 

ou Aq est line constante arbitraire, que Ao 2 ^ 3 (^) est la fonction 
entiere la plus g^nerale /(i') qui verifie les deux equations fonc- 
lionnelles 

4- l) — 3^3(^’)» 

et cette propriete pent servir de definition a la fonction 2^3 (^) si 
I’on y joint la valeur de Ss ( o). 

278. Nous allons maintenant, en I’appliquant a quelques 
exemples, montrer la portee du theoreme de M. Hermite. 

Considerons d’abord les* carres des quatre functions 

En designant par I’un quelconque de ces carres et en se 

reportant aux formules (XXXIVa^s), on voit de suite que la 
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fonction ^(u) jouit des propridtds 

^(u-h 20 )i) = w), 

^ ( w -i- 20)3) = 4 >(w) e w, 


iS? 


Ces equations ne sont aulres qiie les Equations fonctionnelles 
fondamentales dans le cas de h = 2. II r( 5 sulLe de que les qualre 
fonctions sont, d’apres le th^or^me de M. Hermite, des 

fonctions lineaircs des deux fonctions Or, deux 

de ces equations lindaires qui expriment (p), Sij (^), 2 r“(v^), 
•^4(^0 lineairement en <I>o? peuvent ^tre resolues par rapport 
a autrement il faudrait que les carres des fonctions Sr 

correspondanles fussent dans un rapport constant, ce qui est 
impossible, puisque ces fonctions n’ont pas les memes zdros. En 
porlant les valeurs trouvees pour <I>y, dans les equations qui 
n’ont pas ele utilis^es, on voit que les carres de deux quelcon- 
qucs des fonctions S doivent pouvoir s’exprimer lineairement au 
mojen des carres des deux aulres fonctions Sr. On doit done avoir 
des relations telles que 


Sl(e) = + 


ou A, A', B, B' sont des conslantes que Ton d^terminera en 
falsant successivement v = o^ e — on obtiendra ainsi, en 

lenanl cornple des formules (XXXlVg, XXXVIl^.a), 


On a done 
(LVI,) 


2rl(o) 

^1(0) 

= A, 

Sri(o) 


^I(O) 

S|(i 




_ 2r|(o) 

1 ) 

S!(o) 


j &|(p) = -~X:'3r2(p)H-^S|(v), 
)»*(«')= A:2rf(p)Hh/5:'2r|(^). 
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En posant, dans la derni^re relation, p = ^ et faisanl usage 
des formules (XXXIV4), On trouve 

a5(o) = ^&|(o) + A-'&|(0), 

et Ton obtieot ainsi une seconde demonstration des egalit^s 

2rv(o)r=^j(o) + &J(o). 

Au surplus, ]es relations si simples qiie nous venons de deduire 
du iheoreme de M. Hermite nc different pas, au fond, des rela- 
tions 

(yj w — w = (ep — ^a) If , 

ainsi qu’il rdsulte des formules de passage des fonctions o' aux 
fo notions 3. 

Observons aussi qu’en faisant usage des relations (LVIj), on 
transforme aisement I’une dans Tautre les Irois expressions don- 
n^es au n° 260 pour chacune des fonctions /?t) au moyen 

des fonctions 2r(p | t). 

279. Nous avons dit plus haul que les carres des fonctions ^ 
s’expriment lineairement au moyen des fonctions 

1 

H-x|2T) = 2r2(2p|2T). 

Nous laissons au lecteur le soin de determiner les coefficients 
et de parvenir par cette nouvelle voie aux formules (XLVII3) qui 
exprimenl 2 r 3 ( 2 p| 2 T), 2 r 2 ( 2 P| 2 T) au moyen des carres des 
fonctions S(p). 

Par le mSme precede on reconnaitra encore que les quatre 
fonctions 

-h c)2r(p — c), 

ou c est une constante, sont des fonctions lin^aires des car- 
res de deux quelconques des fonctions 2r(p). Les constantes se 
d^termineront corame tout k Theure et I’on obtiendra ainsi des 
formules qui ne different pas, au fond, des relations (XVi^a) 
entre les fonctions d, Parmi ces formules, nous nous contenterons 
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(Lvf) ) =-^!(c)&f(‘’) +S|(C)S|(P), ■ 

* i &K‘>)3f3(('-+-c)S3(p— c) = Sj(c)3f((») -(-S|(c)S|(p), 

( S|(o)S 3 (« + c)S,(o-c) = S|(c)Sf(p) +S»(c)S|(p). 

280. II convient de joindre ^ ces relations des relations ana- 
logues, mais ou figurent des fonctions 2r avec des indices diff^- 
rents. On pourra les obtenir par une voie analogue, si Ton observe 
que I’analyse du 274 permet de trouver les fonctions transcen- 
dantes emigres les plus g^n^rales qui satisfont aux Equations 
fonctionnelles 


-h 2Wi) =: 2 4 >(w), 

hTZi 

-h 2W3) = £' 4 >(i/)e ^ 

ou les sjmboles s, e' desiguent soit H~ i, soil — i, Dans chacun 
des quatre cas possibles, comme dans le cas £ = i, e'=i, les 
fonctions cherchees se composent lineairement avec h fonctions 
transcendantes entieres parfaiftement d^terminees. Cette remarque 
suffit, pour le probUme qui nous occupe, a prouver I’existence 
de relations de la forme 

X ( P - 1 - c ) j;, ( ~ c ) = A 3-x ( P ) 2r jx ( ) H- B Sr V ( (; ) 2r p ( ) , 

+ c)3-p(p — c) = A'Srx(v)Srp.(p) 4-B'S'v(i^)2rp(t;), 

ou X, [X, V, p sont les noinbres i, 2 , 3, 4? ranges dans un certain 
ordre, et ou A, B, A', B' sont des quantiles independantes de c, 

qu’on determine en supposant c = o, Le lecteur pourra 

appliquer certe m^thode, ou encore d^duire les resultats des for- 
mules (XV4) et (XV5) en passant des o' au 2r; nous nous conten- 
terons de transcrire les resultats. 

I %(o) ■+■ c) — c) 

[ =~&i(c)^2(c)2ri(p)2r,((;)^-2r3(c)2r*(c)&s(03^4(t^). 


(LVI3) 



i6o 


GALGUL DIFFfiRBNTISL. 


f ^t(o)%(o)5ri(o -h c)%0> - c) 

= + a,{c)&v(c)a,(o)&,(P) + 2r,(c)&,(c)&,(p)&4(f), 

(LVI*) < 

\ =-&,(c)a,(c)&,(.>)as(‘’)-t-&s(c)Sv(c)&s( 0 &»(‘’)- 

/ &,(o)&3(o)&i(t> + c)&i(p — c) 

I =-+-&i(c)& 3 (c) 2 r,(f.) 2 r 4 ((>) •4-&i(c)2r4(c)&8(v)3r3(i'), 

(LVI5) < 

I 3r,(o)2rs(o)3r,(p + c)a3(p — c) 

281. All .reste, toules ces relations, que nous avons lenu a 
^cnre, a cause de I’usage qu’on peut avoir a en faire, sont des cas 
particuliers d’une identity g^n^rale, de m^me que les relations 
^quivalentes entre les fonctions d (XV^.s) sont des consequences 
derid€ntit 6 (VIl 2 ), dtablie an n®96. Pour d^duire de celte identity 
ridentit^ correspondante entre les fonctions il suffira de rem- 
placer la fonction d par son expression au moyen de la fonction 
et de remarquer que Ton a 

-4- a)*-i- (m — a)2 4- -h c)^-+- (6 — c)2 
= — 6)2-f-(c-4-a)2-4-(C“a)2 

= ( w -h c)* -h ( w — c)2 4 - ( a -h 6)* -h ( Cl 6 )2 = 2 ( -h -f- ^ 2 -h c2 ). 

On obtiendra ainsi la relation 

1 3-i(p-4-a)2ri(p~a)3r,(6-+-c)2ri(6- c) 
4-2ri(p4-6)3^i(p — b)?ii{c -k- a)?Sx{c — a) 

4- 4- c) 3'i(p — c) 2ri(a - 1 - 6)3^i(a — 6) = 0 , 

ou il est k peine utile de pr^venir que les quantiles a, fc, c repr 6 - 
senlent celles que Ton d^signait de cette fa^on dans le n° 96, divi- 
s^es par 20 ) 4 . 

282. De cette identity, on en d^duit plusieurs autres analogues, 
soil en augmentant Pune ou I’autre des quantiles a, 6 , c de 

i, I, ou en attribuant quelque valeur particulifere a ces 

variables. Nous ne voulons pas ici faire cette ^lude, que I’on 
trouvera tout au long dans la Theorie des fonctions elliptiques 
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de Briot et Bouquet (^); nous nous bornerons aux remarques sui- 
vantes, tir4es, pour la plupart, d’lin beau M4moire de Kronecker 
sur le m4me sujet ( 2 ). 

Rempla^ons les leltres u, 6, c par a, 6, c, d et posons en 
g4n4ral pour p = i, 2 , 3, 4, 

I Tp = 3rp(63t -4- — b)^p(^c -H cl)^p(c — 

(LVIIi) I Tp = ^p(a -4- c) 2rp(a — c) 2rp(<i4- 6) 3‘p(<i — 6), 

( Tp = S’p (<2 - 4 - ^/)S^p (<2 — cl)^p(b 4 - c^^p(^b — c), 

ou les trois expressions T, T', T' se d4duisent les unes des autres 
par permutation circulaire des leltres 6, c, d. 

L’identit4 fondamentale (LVIIg) pourra s’4crire 

Ti4-t;4-t';=.o. 

Observons que, par les vingt-quatre permutations des lettres a, 0, 
Cy rf, les quantiles Tp, Tp, Tp se reproduisent, rangees dans un 
ordre quelconque, si p n’est pas 4gal a 1 , et que les quantiles 
T' , T'l sont remplac4es par une de leurs permutations circulaires 
ou par une des permutations circulaires des quantiles — T<, 

rp// rp/ 

On voil, en particulier, que Pidentit^ fondamentale 
se reproduit pour toutes les permutations des quatre lettres or, 

by Cy d. 

Si maintenanl on ajoute aux quantiles a, c, successivement 

I I 4 - T T 

, on trouve 

> 1 ^ 

(LVIIa) 

( T4~T'~TJ=:0. 

Sans nous arreter aux equations que I’on peut d4duire de celies-li 
par les permutations des lettres a, b, c, rf, observons qu’on en 


(*) Deuxi^me Edition, liv. VII, p. 4^6 et suiv. 
(*) Journal de Crelle, t. 102, p. a6o. 

T. et M. - Ih 


1 
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tire, ea ajoutanl 
(LVII») 
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I t,-i-t, = T5h-t;, 

I T,+ T»=TS-4-ri, 


d’oii, en permutaat circalairement 6, c, d, 


(LVII*) 


I T's-f-T',= Tj+T„ 
I r, + n = T3+T4. 


283. Ces identit^s ont donates par Jacobi sous uue forme a 
peiae diff^rente. Coosid^rons, par ex.emple, la relation 

Tj-i- Tj = Tj -(- Tj. 

Si I’on pose 

a-^b — w, a — b — x, c~^-d = y, c — d = z, 
on voit de suite que cette identity peut s’^crire 

3f,((v)S,(a?)2r.(^)&j(s) + 2r,(«-)2r3(.r)2r3(y)&3(i) 

en regardant les variables y, s, w, x \ y', z' , w' comme li^es 
entre elles par les syst^mes Equivalents d’Equations 


w' = - {w ■+■ X -i- y -h z), w =z - {w'-i- x'-^-y' -t- z'), 
2 2 

x' = -(w-hx—y — 5), X — ^ — 

2 ^ 

jK' = ^(«' — x-{-y — z), = -(«>' — x' + y' — z'), 

js' = -{tf> — X —y + z), z - l{iv’—x'—y'+ z'). 
2 * 


284. Cest d’ailleurs par une voie tout autre que Jacobi par- 
vient k cette identity : cette voie est directe; elle consiste a effec- 
tuerla multiplication des series qui repr^senient 

2ra(-5), 33{tv), .... Outre son int^r^t propre, elle oftre un 
grand int^r^t tb^orique; elle ^quivaut, en effet, k xxn^principe dans 
la th^orie qui nous occupe. Le lecteur n’aura aucune peine k recon- 
naitre que de cette identity et de celle qu’on en d6dult en'ajou- 

T T I *4- 1 

ianl k une ou plusieurs des variables i, t, i-Ht, 
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peut tirer tr6s facilement les relations entre les carr^s des fonc- 
tions 2r, ou entre les produits de deux fonctions 3 avec les argu- 
ments X + ^ — y, qui ont 6t6 obtenues dans ce paragraphe au 

moyen du thdor^me de M. Hermite; en sorte que Tidentit^ de 
Jacobi pent, comme I’auteur I’a montrd lui-m^me (<), servir de 
fondement a une thdorie des fonctions elliptiques. Kronecker, 
dans le Memoire pr^c^demment cit^, a amen^ Tanalyse de Jacobi 
k un haul degrd d’ elegance et de g^n^ralit^, nous ne la repro- 
duirons cependant pas. Nous donnerons de pr^f^rence, pour 
initier le lecteur k ce genre de speculations, la demonstration 
d'une belle formule qu’on doit a Schroter, formule dont un cas 
particuHer nous conduira facilement a I’identite de Jacobi et dont 
nous aurons d’ailleurs k tirer parti plus tard, pour la formation 
des equations modulaires. La formule de Schroter pourrait ^tre 
etablie autrement que nous n’allons faire ( 2 ); le theoreme de 
M. Hermite, qui a fait le premier objet de ce paragraphe, offri- 
rait, en particulier, un chemin pour y parvenir. 

285. Designons par a, [3 des nombres entiers posilifs et envisa- 
geons le prodiiit des deux fonctions 33(.r | ax), ^z{y\ Px). 

En se reportant a I’expression (XXXII3) de 2r3(p|T), on voit 
que ce produit peut ^tre mis sous la forme 

2^3(37 1 ax) 2^3(7 I px) 

fX,v 

ou le second membre est une s^rie a double entree, absolument 
convergente, dont les termes peuvent etre group^s comme Ton 


(*) Theorie der elliptischen Functioneriy aus den Eigenscha/ten der ThHa- 
functionen abgeleitet {^CEuvres, t. I, p. 499)* 

(») M. Herstowski {Math. Annalen, t. XI, p. 1 - 29 ) parnent k cette formule, 
ainsi qu '^1 d’autres relations que nous rencontrerons plus tard, en effectuant la 
multiplication des produits infmis qui repr^sentent les fonctions Sr. 

Sauf quelquesmodifications sans importance, nous reproduisons ici (n®‘285>286) 
Tanalyse de Schroter d’apr^s Enneper (Elliptische Functionen : Theorie und Gee- 
chichte, 2 » 6 dit.). Puisque nous avons I’occasion de citer cet Ouvrage, excellent 
k bien des ^gards, il convient de signaler au lecteur, en particulier, la richessc 
des renseignements historiques et bibliographiques qu’il pourra y puiser. 
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veut. Nous supposerons d’abord qu’on effectue la somme 

V=4-oe 

V = — 00 

pL = 4-« 

on aura ensuite k effectuerla somme ^ Ajx. 

II est clair que, [jl restant fixe, lorsque v prend toutes les va- 
lours enli^res de — oo a -4- oo, il en est de m^me de v — p. et in- 
versement. On peut done remplacer, dans Texpression de 
V par [A-|- p, et faire prendre a p, comme ^ v, toutes les valeurs 
emigres de — 00 ^ + 00. D’un autre c6t6, si Ton d^signe par s un 
nombre entier quelconque, et par r un des nombres o, i, 2, 
a -h P — 1 , il est clair qu’un nombre entier p peut, et d’une seule 
fagon, ^tre mis sous la forme 

p = (a-4~P)s-f-r. 

R^ciproquement, quand on donne s toutes les valeurs entieres 
de ~ 00 a 4- <X), et a r toutes les valeurs 0, 1,2, . . . , a -f- p — i , 
I’expression (a-HP)5-l-r repr^sente successivement, et chacun 
une fois seulement, les differents nombres entiers de — oo a + 00. 
On peut done, finalement, remplacer, dans Ajx, Tindice v par 

|a-f-(a-4- p)5-l-r, 

et donner ensuite a s les valeurs entieres de — 00 a 4- 00; a r les 
valeurs entieres de o a a -f- p — i . 

Par cette substitution, on trouve, apr^s des reductions imme- 
diates, 

pv2 = (a-+- p)(u-4- p5)*-f-2pr(|H- p5)4-aP(a-+- 4- 

+ = ((JL-h p5)(ir-f-7)-+-5(a7 — pa^jn- 

Si done, dans Ajt, on groupe les termes oCi r est le m^me, et si 
Ton remarque que dans tons ces termes on peut mettre en facteur 
et on voit que Ton peut ecrire 

r=a4-P — 1 

A^= 2 

r=0 
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oh Ton a pos^, pour abr^ger, 





^ = — 00 


CjA j 4tant le produit de 


par 


^(a+P)(pL+pj)*+-2pr((jL-i-Pj)4*aP(a+p)j*+Japrj 

g2/7t[((H-pf)U+y)+5(ay-'Px)l, 


Le produit des deux fonctions 2r3(^|aT), peut done 

etre mis sous la forme 


(J.=:-f-oo r=:a-f-p— 1 [JL = + ao 

{JL = — « /• = 0 [4. = — » 


ou 


|l;=:-+-flO pL=:-+-flo jzr-t-«o 


S — (I = +-9e> 


(i= — 00 {JL = — » J=— 00 J = — 00 JX= — 00 

S^parons, dans Texpression de les facteurs qiii ne depen- 
dent que de [Ji -f- et ceux qui dependent de s seul; nous aurons 

G(j|, j = ^(a'^P)(l^+P^)*+2l3r([i.4-pj)gl5/75(ji.-»-p^)U+r^^«P(°‘+P)^*+2apr5g2/ii^(ay-pap) 
^(a-Hp) (jx-Hpj)>g2/-rt((JL-i-p5) (r-Hy+rpT) y ap(a+p)f> g2<7i5(ar~Px-+-rapT). 

En tenant compte de cette derniere forme pour dvaluer 

{X =-+• 00 

^ et en observant que, s restant fixe et [x prenant toutes 

|JL=— 00 

les valeurs entieres de — oo a + oo, -5^ = ix -f- prend aussi toutes 

|X=-hoo 

les valeurs entieres de — oo a h-qo, on voit que la somme ^ C|x^., 
est le produit de 
par 

5—4-00 

q (a4-p)5'* g2/gi5'(a:4-j^H-rpT} • 


11.=- 


^aP{a4-p)5>e2/7C5(ay-pa:+rapT) 


or cette derni^re somme n’est autre chose que 

2r8[^-h7-4-rpTl(a^-p)i:]; 
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on a done, 
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,»=54-oo (Jlss-4-w 

2 B,= 2 2 

fi,=— /=>-«» (1=^ 

^=4'ao 

= &,[irH-^+rpT|(a + p)x] X ^ gr»P(»+PK’eS<w(ay-pJ:+rapT) 

= 2r8[a7 + rpx] (a-+- p)T].3r3[aj^ — pa7-+- rapT | (a -4- P)x] 

et, par suite, enfln 

2r8(a7|aT)3r3(j/|pT) 
r = a 4 -p— 1 

| r=0 

X — ^x-+- ra^x 1 ap (a -4- p)x] 

r=a+p— 1 

= ^ H- rax I (a -h P)x] 

r = 0 

' X S'3[pa7 — -i- ra^x 1 ap (a H- P)x), 

la derni^re egalit^ ayant lieu en vertu de ce que le premier 
membre ne change pas quand on change a en (3 el a? en jk, simul- 
lan^ment, C’est la formule annoncee. 


286 . Pour a = I , (3=1, l’egalil6 prdc^dente, en tenant compte 
des formules (XXXIVo), devient 


(LVnij) 


I 2x) — x\ 2 ':) 

+^1 2 x) 2 r 2 (a 7— 7 |•2x). 


En changeant dans cetle formule a:, 7 en a: H- - ? 7 + > on ob- 
tient encore 


(LVIII ) \ = 

* ( -+-2r3(ar-i-7|2x)2rs(iF--7l2x). 

Observons en passant que, en faisant x =7, on retrouve deux 
des formules relatives k la transformation de Landen. 

Ce sont les formules (LVIII2-I8) qui vont nous conduirc' k I’i- 
dentil^ de Jacobi. Si Ton d^signe par x, 7, w quatre variables 
ind^pendantes, on en d^duit^ en appliquant ces formules d’une 
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part aux variables d’autre part aux variables 5, et en for- 
mant la fonction 


que celte fonction s’exprime Ir^s simplement au mojen des quatre 
quantiles 

y \*iz)^^{z w \ 2z) y \ w \ o.x)^ 

^3(0^ — y \ 2z)^i{z — w \ 2x) %{a?—y I a't) 3 rj(^ — w | it), 

1 ax) ^i{z -+-wj 2 T)-f-Srj(a 7 - 4 -jK|aT) 2 r 8 ( 5 - 4 -tv| 2 T:), 

— y \ 2'z)^^(z — w \ ‘iz) —y \ 2,'Z)^;i(z — w I 2 T). 

Apr^s une transformation alg^brique facile, on voit qii’elle est 
egale au produit des deux premieres augment^ du produit des 
deux derni^res. Mais, en vertu des Equations (LVIII 2 - 3 ) elles- 
m^mes, les quatre quantiles que nous venons d’^crire sont res- 
pectivement ^gales a 


^3 1 
^3 1 


a? -f-jK 5 -h 

\ j 

f ' — X -h y -h z 

— w 

‘■i / 

/ *^8 1 

[ 


' — 37-+-/ — Z 


f H- X -f-/ — Z • 

— w> ' 

2 J 




- 4 - X -H/ -+• Z w'S 

1 1 

( — X -+-/-+- V 

— w 

2 J 

1 ^2 \ 



— .T •+- / — -3 -+-(<» '' 


( X y — z 

— (r 

2 . 

P 2 ( 

\ 2 



On obtient done bien ainsi l’idenlil6 de Jacobi. 
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CHAPITRE IV. 

LES QUOTIENTS DES FONCTIONS cT ET DES FONGTIONS 


I. — Les fonctions 

287. II convient souvent, dans diverses questions, d’inlroduire 
les quotients que I’on peut former au moyen de deux fonctions < 3 * 
portant sur la m^me variable et les m^mes p^riodes ; les qiiatre 
fonctions 3*^ w, d^u engendrent ainsi douze fonctions. 
Nous poserons, en conservant les m^ines conventions qu’au n" 112 
relatives aiix indices a, p, y, 


l«oM = = /pw - Ca. 


(LIX,) 




<^U 


®'a« /p« — e* 




„ _ _ y/pM — eg 


O'y U 


s/pu — i 


Nous sous-enlendrons la variable u quand il n’j aura aucune 
ambiguity a craindre; ainsi nous ^crirons iao? ?oa, Spy au lieu de 
Sao^j Au contraire, quand il y aura lieu de rappeler 

les nombres ( 0 |, W 3 qui servent k construire les fonctions d et, 
par suite, les fonctions nous ^crirons 


?ao(w| wj, (ua), Joa( w | Wi, 0)3), | Wj, 0)3), 

ou bien 

5ao(w;^s, ^s), 5oa(w; ^ 2 , ^s)y {pyC^; ^ 2 , ^ 3 ), 
si c’est sur les invariants g*a ,«^3 qu’on veut attirer I’attention. 


288. Les fonctions 5 sont des fonctions univoques de celles 
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qiii ne contiennent pas d’indice o sont paires, les autres sont 
impaires. Elies n’admettenl pas d’autres singularit^s que des p6les, 
lous simples; ces p 61 es sont les nombres congrus k o, modulis 
2 ci)| , 2 W3, si le second indice est o, a si le second indice est a. 
Les zeros de ces fonctions sont congrus o ou ^ (Oa, selon que le 
premier indice est o ou a; ce sont tous des zdros simples. 

D’apres leur definition, les fonctions $ sont des fonctions alg^- 
briqiies de la seule fonction pu; elles sont done toutes des fonc- 
tions algebriques de Tune quelconque d’entre elles, tandis que 
leurs carres sont des fonctions rationnelles du carrd de I’une 
quelconque d’entre elles. D’ailleurs les relations algebriques qui 
les lient sont manifestos ; il suffit de les ecrire 


(LIX) 

d’ou 


( 2 ) $ao - 5flY- - 5po5or- ??a$aY, 

(3) = 


(LIX) 


I ( 4 ) 
( 5 ) 


3pw — 5 Jo- 4- ^YO’ 

^'(—eaL 

pu = = «S-<- 

1 — 








Notons encore celle-ci 


(LIXs) 


I 

pu — ey 



'zJk. 

Ca 6y 


289 . II est tres aisd, au moyen des diverses formules (XIl2_3), 
de voir quel changement produit sur les fonctions Spy Taddi- 
tion de Tune des quanlites 2(1)^, 2 cop, 2b)y ou Wa, wp, Wy a I’ar- 
gument u. 

Observons d’abord que I’on a 


(LX,) 


£ao«>jp = y/ep- 


fpYWa = 


y/ea- 


sje^ — 


Cy 


/gp — gg . 
/gy — gg 


la derni^re dgalit^ rdsulte des formules (Xni2). 


En particulier, eten tenant compte des formules (XXXVIl4..»), 
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(LX.) 




Maintenant les formules (XIl2-_3) donnent 


(LXs) 


(LX,) 


Jao(W H- 2U)a) = JaoW, 5py(M 2(0^) = JpyM, 
{ao(w4-2a)p) =— JotoW. Jpy( w 2i*>p) =— 


Jao (m + Wflc) — — s/ea.— \/e^— ^y foa^ 

= — — ^oc V^^y — 

J £ao(M + ajp) =: /ep — Jyp w, 

t . . s i/«a— J. /ep— 

5py(w-4- tOa) = — ___^ ;yp^==r Syft 


i/^a — ^y 

{py(M-+- (op) =— y/ep— Ca^oaW. 


y/e 


Ces formules montrent qiie les fonclions 5 sonl doublement 
p^riodiques. La fonction ^^qU, par exemple, admet les p^riodcs 
2(0^, 4^31 et il est clair, d’apr^s la nature des p6les qui sont tous 
congrus a z^ro, modulis 2(i><, 2(03, et parce que 20)3 n’est mani- 
festement pas une p^riode, que ces p^riodes sont primitives. Les 
carr^s des fonclions $ sont doublement p^riodiques et admettent 
tous 2 0)1, 2 0)8 comme couple de p^riodes primitives. 


290 . II est facile d’obtenir les Equations difT^rentielles que 
v^rifient les functions 5 ? puisque Ton a I’^quation qui relie pu 
ap'w. 

Observons d’abord que I’^quation (XI3) 

, __ (i\U 

p w — 2 ^ ^ 

peut.s’^crire maintenant 

p'u = — 2 joco 5 pojyo = — 2 /pw— /pw — ep y/p w — ey. 

Dfes lors les relations 

U = 5 o« = -7=^ ’ Spy = 

y/p« — ea ^pu — Cy 
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donnent imm^diatement 


(LXIi) Jio = — =- /pw — ep v^pw — ej. = — Jpojyoj 
2 /pM — ea 


(LXI.) _v/p«-epv/j^«-eY 




ay/pM — ea(^u — Coi) pw — «« 

(ep— ey)p'i 


= ?P«Iy«> 


(LXI,) I 


a/pw — ep/j 5 « — e,.(pa — ey) 

/ _ — («p— eY)v^P“~®« / xt t 

( -- --(ep-CY)5oYW 

En remplagant dans la premiere de ces ^galil^s 5po> Syo par leurs 
valeurs (LIX 3 ) en fonction de ^aoj oblient 


(LXIIi) (ea— (^a— JJo), 

c’est-a-dire que la fonction 5ao v^rifie I’^quation diff^rentielle 



= (eoL— ep-4-72)(ea— 


elle pent done ^ire d^finie comme vine fonction univoque de u 
satisfaisant a cetle Equation diff^rentielle et telle que la difference 

y — soil reguliere aux environs du point o, et s’annule en ce 
point. 

II est clair que, si une fonction f{u) satisfait k une pareille 
equation differentlelle, oil la variable u ne figure pas explicitement, 
il en sera de meme de la fonction f{u+ C), ou C est une con- 
stante arbitraire ; les fonctions 5ao(w + Wa)j 5ao(^ + ^p)? 
5ao(^^ + ^y)? cn particulier, devront verifier cette equation diffe- 
rentielle, ainsi que les fonctions 

— v/^a— ep/ea— ey^oaw, /ep— CaJypw, Spy w, 

qui leur sont respectivement egales ; on en conclut, ou Ton obtient 
directement par un calcul analogue au precedent, les equations 

(LXII) i $i?c= [* + (^«-^p)5?a][i-^(^a~er)55a]» 

( (3) 5pY = (i — JpY)[^p-“ea-+-(ea~ej.)J^y]. 

291. Remarquons encore les formules, d’un usage frequent 
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dans le Calcul integral, qui lient les fonctions 5 aux fonctions ^ 
savoir : 

I (i) ilo(u) = pu—ea = — Z'u-ea, 

(LXIII) j s v> / s («8— «o)(er~ ®a) 

f (2) — P(^“^ ^a) — — > 

'V p w — ecu 


(LXIII) 


(3) — Ca" — «a = (ep— ea)(ey— ea)5^o,(M); 

(4) — ilpM — ea= (ep— ca) 


(LXIIIe) 


-a: 

— isiZME^ = - !j.(«) 5r.(«) » - 

I tfw 2 (j 3 W--ep)(pW — ^y) 


0^3 J'y 

cT w cTa/ 


/pw~ep/pw — ey 


= — (ep — ey)$o(p(M){oy(K) 


= — (ep— e^) 


C'otW C'W 
O'p a O'y « 


292. Les deux dernieres relations peuvent s’^crire sous une 
forme un peu diff^rente, qu’il ne sera peiit-fitre pas inutile de faire 
connaitre. 

Reportons-nous aux formules (XXXIJI^^o) 

= 2(i>t 

3rj(o) 

<^aW= 

2ra+i(o) 

on en d^duit, en prenant les d^riv^es logarithmiques, 

r 3^i(p) 
lu = 

20)1 3ri(p) 


JL 

20)i &a*f-i(^) 


“ :r;:r -h2Tnv; 
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dhs lors les formules (LXNIs.e) peuvent sMcrire 

‘2tui 2ra-f-i((>)J “ 2o)i2rp-Hi(o)2ry_^i(o)2r,(p)3ra4.,(t^)’ 

en utilisant les relations (XXXVl4_5) Rentes sous la forme 

^Y— P ^ T> 

(o) = 7t^a+i(o) Srp_,-i(o) STy^.! (o), 

on trouve, apr^s quelques reductions imm^diates, 

^ 1(8) = 

C’est la les formules que nous avions en viie. 

293. Les formules (XV) nous niontrent immediatement que 
les fonctions $ de u -{- a peuvent s’exprimer rationnellement au 
moyen des fonctions 5 de a ^tdea. II suffit pour avoir les formules 
qui fournissent ces expressions de diviser membre a membre deux 
des formules (XV) choisies de fagon que dans les premiers mem- 
bres figure un facteur cornmun. Ces expressions pourront d’ail- 
lenrs ^tre iransformees de diverses fagons, grace aux relations 
qui existent entre les fonctions 

Si, par exemple, nous choisissons, d’une part, les Equations 
(XV4_5) mises sous la forme 

a'(w-i-a)a'y(w — a) 

§ 

— [Joy w Jay ?Py ^ + Joy ^ ?ay ^ Jpy ^]> 

a'p(w ■+■ a) cfy{u — a) 

= o'* wo'^a [JpyW J^ya — (ep— Joy w Jay “ Soy« Jay«]» 

et, d’autre part, [’Equation (XV2) mise sous la forme 

cry(wH-a) (fyiu — a) = — (ey— ea)(e^— ep) Jo*yW Jo*ya], 

on trouvera, en divisant respectivement, membre a membre, les 
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deux premieres Equations jSar la troisiime, 


(LXIVO U,iu + a)- 


(LXIVa) l^yiu^a) 


- ?pY “ Sp Y ^ ~ <^Y ) ^OY “ “ ^OY ^ ^«Y ^ 


Les formulas ont dispos^es de mani^re que le second indice 
des fonctions qui y figurent soil toujours y. 


294. On aural* t pu utiliser aussi la formule (XV^ ) 


a'(w-+- a)a'(w--a) = — J^ya), 

qui, jointe a la premiere des Equations dont nous nous sommes 
servis, aurait fourni la relation 


(LXIV,) ?,.(« - a) = . 

soy ^ soy ^ 


en changeant dans celte formule a en — a et comparant a Fex- 
pression dej^ obtenue pour 5 or(«^-h <^)5 on en qonclut Tidentild 

= (Joy W — JJy « ) [> — ( ^y — «a) ( «y~ ) Sjy ^ Joy » 

que le lecteur pourra verifier au mojen des relations entre les 
caiT^s des fonctions 5- 


29o. Si, maintenant, dans Fexpression (LXIV^ ) de 5oy(w + a), 
on change a en — a et qu’on effectue le produit 

{oy(^^ cl) Joy(w — a), 

on trouvera, en vertu de Fidentit^ pr^cddente, 


(LXVi) Joy(w 4- »)5oy(w — a) = Y 


Joy ^ foy ^ 


■(^ y — Ca){e^— 


Si Fon r^crit la m^me relation en s’arrangeant de fa^on que 
Findicea remplace Findicey, puis que Fon remplace u par ^^-|-a)p, 
on trouvera de suite 


J^y w4-(ea— 

(LXVO JpyO^ -H a) Jpy(u a) = 

« + (««- ey) 11^ 
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296. Signalons encore les relations 

/ -4- a) -+- <*)] = 

Lxv ) ) ^[£oy(*^ + «) — ?0 Y («« — «)] = 5fc J oy « Say 

® i -ha)-f-JpY(w — a)l = 2jpyMjpYa, 

I 5t[$pY(M-i-a) — 5py(M — a)] = — 2(63 — ey) SoyW Jay m?oy« Say^, 

ou 

5l == 1 — ( Cy ^a) (fiy Joy w Joy^, 


et dont la deduction est ^vidente. Ges formules permeltraient 
sans peine de trouver toules les relations qui existent entre deux 
nombres qui rendent ^gales, ou egales et de signes contraires, 
deux functions J ayant les memes syst^mes d’indices. 


297. Examinons maintenanl, comme au n® 120, le cas ou les 

nombres (i)<, ^ sont r^els et positifs. 

Si la variable u est reelle, toutes les fonctions 5 sont r^elles; on 
en connait le signe d’apr^s les resultats du n° 120 et les formules 

Joa^^JpaJyaj JpY“““(^P — ^Y)foYJaY 

permettent de reconnaitre imm^diatement si elles sont croissantes 
ou d^croissantes; comme d’ailleurs on connait les valeurs qu’elles 
prennent pour les multiples de (0| qui sont les seules valeurs 
r^elles pour lesquelles les d^riv^es puissent s’annuler ou devenir 
infinies, on reconnaitra sans aucune difficult^ entre quelles limites 
les fonctions varient. Par exemple, la fonction $^3 croit de o a 

^ - quand u croit de o a ; la formule (LXIIIi ) montre que 

v/ei— 63 

dans cet intervalle on a 


JoaC^) “■ — (^2 ^3) Jos(^)] (^1 ^3) ?o 3 (^)] » 

en donnant au radical le sens arithm^tique, puisque la derivee 
doit ^tre positive; on en conclut qu’on doit avoir 


(l>i: 


-I. 


fei — e. 


dy 


v/[i — (e, — c,)^‘][i-(e,-ej)7«J 
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et, en rempla^aat dans cette formule y par on trouve 

, r' dx 

63 = I r: ==r 5 

X /(i — — 

en donnant a ^ la m^me signification (XXXVII 4 ) qu’aii n” 170, 

/T __ ^ 3 _ ^ 2(0) ^ 

L ^/ei — es ^ 3 ( 0 ) 

298. Quand w = m'est purement imaginaire et que u' reste 
dans I’inlervalle |^o, les fonctlons paires ^^y(iu') sont reelles 
et positives, ainsi que la fonction impaire expres- 

sions des d^riv^es donnent aisemenl le sens de la variation ; soil, 
par exemple, 

on aura 

en d^signant par devient quand on y rcm- 

place u par lu'; esL done positif et ^ croit de o a 


^ ^ i\lez—ex s/ei—ez 


comme on s’en convainc en se reportantaux formules (LX| , XIII 4 ). 
Puisque la deriv^e de z esl positive, elle est donn^e par la for- 
mule 

v/[n-(e,~ e 2 )l|i(«V)j [i 
== /[* -'(^ 1 — ^2)2*] [*— (^i — 


les radicaux dtant pris avec le sens aritlim^tique, et Ton a par 
consequent 


^ _ r 

^ h 




dz 


v/Lf— ( ei — (ej — e>)3*J 
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ou, en remplaganl z par - 

V 

ti)3 / r* 

^ ^0 \/(i — — 

ici encore A”' a le m^me sens (XXXVII5) qu^au n® 170, savoir : 

/T7 _ V^gl — gg __ Sft(o) . 

Vet — €3 ^3(0)^ 

v/A* et y/A:' sont r^els, positifs et plus petits que i. 

Les formules qui donnent, dans ce cas, tl)^, ^ 21U moyen de ^4, 

62, €3 doivent naturellement 6tre rapprochdes de celles qui ont 
et^ obtenues au n® 297. 


299. Ajoutons enfin quelques remarques relatives a Thomo- 
g^neite, que le Iccteur rapprochera de celles qui ont ^t6 faites au 
n® 119. Eu reprenant pour un moment Jes notations de ce num^ro, 
c’est-a-dire en posant 

O)' =r Xo)!^ (i>3 = X(i)3, 

on trouve de suite, a Taide des formules (XVIIl2_3), 


(LXVI) 


(0 

loa(M| 

! to', , to'3 ) 

X $oa ( 

( U 

a 

0>,, 0)3 

(2) 

?ao ( W 1 

to', , to'3 ) = 


(i; 

to,, IO3 

( 3 ) 

IPy(m| 

1 » to'3 ) = 


( U 

a 

jtOi, (O3 


)■ 

). 

)■ 


II suit de la que, si Ton designe par cp une function de (i)<, lOs 
qui soit, comme ria homog^ne par rapport a co^, o)j 

et dll degr^ — i , les fonctions 




ne d^pendront que de Targument u d’une part, du rapport 
de 1’ autre; en effet, si I’on pose 


(Oj 


X<p'= Xcp (Xwi, Xa>3) = ^ (a>,, (Os), 


T. ct M. - 11. 


X3 
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on aura 





300 . Trois de ces fonctions, 

dont le r6le a et restera considerable dans la theorie des 
fonctions doublement periodiqiies et dans les applications de cette 
theorie, ont ^ introduites tout d’abord par Jacobi, qui les a 
nommees fonctions e Hip tig ties ie V argument u etdu module k, 
il les a designees, pour des raisons que nous ferons connaitre plus 
tard, par les notations 

sinam(M, A:), cosain(w, A:), Aam(M, A:). 

C’est I’etude de ces fonctions elliptiques, que nous designe- 
rons (M par 

sn(w, A:), cn(u, A:), dn(M, A:), 
qui fera Tobjet du paragraphe suivant. 


II. — Les fonctions sn, cn, dn. 


301 . Supposant que la partie reelle du rapport ^ soil positive 
et que, par consequent, 714(1)3 — 713(04 soit egal a — > nous pose- 


(i) sn(a, A:) = 


(LXVII) /(a) cn(M,A:) = ?i3 
f (3) dn(w,A:)=523 


s/ex—ei 


I ^8 , 


Wl, (O3 ) , 


(») La notation sn, cn, dn a 6t6 propos^e par Gudermann. Elle a M adoptee 
par un grand nombre d’auteurs, en particulier par M. Hermite, avec une l^g^re 
difference sur laquelle nous insistons plus loin (n® 317). 
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Quand on ne veut pas mettre k en Evidence, on ^crit simplement 
snw, cntt, dnw, au lieu de sn(w, /*), cn(w, A:), dn(w,A:). 

Ces trois fonctions sont homog^nes de degr^ zero en 0)3; 
elles ne dependent done (n° 299 ) que de I’argument u et du rapport 

T = — • Ce fait si important doit se manifester dans les relations 

(1)1 ^ 

alg( 5 briques et dans les Equations diff^rentielles que verifient les 
quantiles snw, enw, dniz, Equations que Ton d^diiit facilement 
de celles que v^rifie la fonclion 


302 . En designant par sn'w, cn'w, dn'w les deriv^es de snw, 
enw, dn?^ par rapport k et par 



ce que deviennent les d^riv^es $03^^, JijW, ^23^^ de 

$23^ quand on j remplace u par — “ — . et en tenant compte 

s/ex-Ci 

des relations 


$oa“"$pa5ya> Ipy — ^Y)Joy5ayi 
on Irouve immediatement 

(1) sn'it = I 


= J,3 ( 7 =^) $23 ( jj==] = cn « dn 

\V 61 — 63/ \/ei — e3j \x/ei — e3/ 

(2) C[i'm= ^=J=5’i3 

/ci — 63 Vv'e, — C3/ 


(LXVlll) 


= — /«l — «j 5 o; 


( 3 ) dn'tt= $3 


/«! — — 63 

u 


sl^x — ez ' 


= — su M dn w, 


: jr: . - --: $03 f \ $13/^7====:^ = — A:* SO CH 

V^l—63 \V^!— 63/ \V«1— ^ 3 / 


D’ailleurs deux des relations (LIXo), savoir 
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donnent imm^diatement 


_ I — cn*M _ I — 

Cl — 63 Cj 63 62 — ^3 ^ 

on a done 


(LXIX) 


I (i) sn*M-i- = 1, 

( ( 2 ) ^-2 sn^a = I, 


et I’on voit, a cause de ces relations et de I’expression de la d^- 
riv6e de snw, que snw verifie I’^quation difif^rentielle 


(LXXi) sn'*M = (i — sn2M)(i ~ Ar^sn* w). 


On voit aussi que enw, dn^^ verifient les Equations diff^rentielles 


(LXX) 


I ( 2 ) cn'^M = (i — cn^M) (i — A2 h- A r^cn^M), 
(3} dn'2t4 = (i — dn^w) (dn^M — T -h A:2). 


Dans toutes ces relations ne figure que Targument u et la quan- 
tity /c qui ne depend que de t, comme on le voit sur la formule 

(XXXVII,). 

Nous entendrons toujours par module et module complemen- 
taire des fonctions elliptiques sn(w, A"), cn(i/, A), dn(w,A) les 
quantilds A et A'. 


303. Si Ton tient compte des relations (LIX,) 


$03*^ = 


^pu — e3 


= 


y/pw— es 


$23^ = 


sfpu^e2 
y/pw — g3 


on voit que les fonctions elliptiques sn, cn, dn sont li^es a la 
fonction p par les relations 


(LXVII) 


(4) sn {u v^ei— g3, a) = > 

y/p M — 63 

(5) cn(^v/ei— e8> A) - 

/p w — ea 

( 6 ) dn ( u /gj — 63 , A) = • 

^pU — 63 
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Les fonctions 


sn2(w ea), cn*(M /ei — 63), dn*(i^V^ei — e^) 

sont done des fonctions rationnelles et lin^aires de la fonction pu, 
et Ton a en partlculler 

{LXVII7) p U = Cs-h . * L=- 


304 . En vertu de la definition meme des fonctions snw, cn;/, 
dnw, on a 

sno = o, cao = i, dno = i, 

el par suite 

sn'o = i, cn'o ~ o, dn'o — o. 


On pent done definir sn(^^, A ) comme une fonction univoque 
de u qui s’annule pour — o, dont la ddrivee pour u = o est 
positive et qui v<^rifie Fequation dilTerentlelle 


On verra plus tard que, reciproquemenl, quand on se donne /r, 
il existe une fonction univoque sn(«/,, A) vdrifiant cette equation 
differentielle et satisfaisant aux conditions prdeedentes; puis des 

quantiles , W3 dont le rapport seul ~ ^st determine, le 

coefficient de i dans ce rapport etant positif, telles enfiri que, en 
construisant avec ces quantiles les fonctions (S', la fonction 
sn(w,/:) d^finie par Fequation differentielle soil pr^cisement 
celle que deifinit de son c6te Fequation 


«3$03 (-7=^=: Wl, 0)3 ] 


305 . On connait les valeurs de ^03 w, pour M = t04, 

w = coa, = 0)3 et Fon sail ce que deviennent ces fonctions quand 
on augmente u de coa, H est done ais6 d’avoir les valeurs 
des fonctions sni/, enw, dnw, pour les valeurs de u egales k 
o>^v/e^ — 63, (Oay^ei — et ce qiFelles deviennent 

quand on augmente u de Fune ou de Fautre de ces quantiles. 
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1 8 a 

II convient, pour nous rapprocher encore des notations de 
Jacobi, de poser 

(LXXI) j(') a>./e^=K, 

( (2) cDav/ei— es = iK'; 

on en conclut, i cause des formules (XXXVI4), 

(LXXI) I (3) K=^&^o|t), 

I (4) K'=-^‘&|(oiT), 

de sorte que Ton peut envisager K et K' comme ^tant des fonc~ 
lions de t; on voit d’ailleurs, sur ces formules, que la partie reelle 
K' T 

du rapport -g- = ^ est toujours positive et que Ton a 

_ K 

(LXXI5) ^ = e^K. 

Nous n’emploierons pas de notation sp^ciale pour 

W2\/ei — ez = — (K i'K'). 


Observons de suile que, si toi et ^ sont reels et positifs, on a 


K = t . K' = [' 


dx 


j (i — k'^x^) 


en donnant aux radicaux le sens arithmetique. 


306. Avant d’ecrire le Tableau qui donne les valeurs de sn w, 
cnu, dna pour les valeurs K, eR', K - 4 - /R', ou les formes que 
prennent ces fonctions quand on y remplace u par w + R> 
w 4“ t'R', w + R-f-fR', wH- 2 R, e^ + 2 fR', -4 2 R + 2 fR', 

remarquons que les fonctions snw, cnw, dnw peuvent 6 tre d^finies 
au moyen des fonctions 2r; il suffit, pour cela, de se reporter aux 
formules (XXXIIl 5 ._o), 



= 2t»)i 
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qui donnent imm6diatement 

-- S^4(0) gs) 

\2t0i v^ei— 63/ 


1 83 


/ 

snw = 


cna = 




o) 


ei 


dn M = 


%(o) 

3f3(0) 


/ 1 

\2(i),v/e) 


aa>j \/ei 


s/ei~ 63 

— ) 

«i — ^ 3 / 


^4 


20)1 v/^i — 63 


ou, en se reporlant aux formules (XXXVI5, XXXVIIi.a? 

LXXI 1 . 3 ), 

I ^'(?k) 


(6) snM = 


(LXXI) 


(8) dn w = /A:' 



(«) 


(.^) 

Sr^ 

(ik) 

^3 

(A) 




307. Ces formules mettent en Evidence ce fait que les p6Ies des 
fonclions snw, cnw, dn«, qui sont tons simples, sont les zdroS de 

la fonction c’est-a-dire les points 

u = iK'-+- 2mK -4- 2/iiK', 

rrij n dtant des nombres entiers; on voit de m^me que les z^ros 
de snw, cnw, dnw sont respectivement congrus aux nombres o, K, 
iK! (modulis 2 R, 2 /K'). Elies sont d’ailleurs aussi propres 
que les premieres definitions k fournir le Tableau de formulas que 
nous avions en vue, et qui rdsullent alors des formules (XXXIV) ; 
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on parvient ainsi aux r^sullats suivants : 


(LXXIIi) 


(LXXIJ,) 


(LXXIIa) 


(LXXIIv) 


(LXXIIs) 


(LXXlh) 


(LXXII7) 


| sn(— w, k) = — sn( M, k), 
cn(— M, A-)= cn(w. X:), 
dn( — Ujk)~ dn(Uyk). 

I sn(a4-2K)= — sna, 

' cn (w - 4 - aK) = — 

( dn(M-i-aK) — dnw. 

I sn(u-+-2iK')= snw, 
cn ( M -h 2 i K') = — cn w, 
dn ( w H- 2iK') = — dnu. 

/ sn (m - 4 - 2K H- 2tK') = — sn w, 
I cn ( w H- aK -+- 2iK') — cnu, 
( dn ( w -h aK -f- 2tK') = — dn w. 

I , cnu 

cn(M -h K) = — A:' 4— > 

dn w 

dn(a^K) = /c'~. 

\ dll u 


, i dnw 

cn ( M -f- t K ) = — 7 > 

A sn M 

J / ‘rr I \ .Cril^ 

dn(u-^iK) = — i • 

sn u 

/ Tr 'rrt\ I dnw 

sn(w -4- K-f- tK )= 7* , 

k cnu 

cn(«H-K-(-iK') = -J , 
k cnu 

dn{u~^K^ iYi!)=zik’ — - 


II rdsulte de U que snw, cnw, daw sont des fonctions double- 
ment pdriodiques admettant comme p^riodes primitives les 
nombres 4K.> ^i¥J \ 4^.? 2 K-|- 2 fK.'; aK, respectivement. 
Les carr^s de ces fonctions admettent comme p^riodes primitives 
2 K, 2iK'. 
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308. En posant u = o dans les formules pr^c^dentes, on a 
imm^diatement 

0, snK = i, sn(K -f-iK') = , sniK'=oo, 

k' 

1, ciiK = o, cn(K -f- tK') = — i > cniK' = Qo, 

I, dnK = A:', dn(K -r- t'K') = o, dntK'=oo, 

sn2K= o, sn(2K 4- aiK') = o, sn2iK'= o, 

cn2K= — I, cn(2K 4- 2tK') = i, cn2iK' = — i, 

dn2K=: 1, dn(2K 4- 2tK') = — I, dn2iK' = — i. 

Ces formules montrent imm^diatement que, dans le parall^lo- 
gramme primitif o, 4^.? afK', 4K.+ aiK', les z^ros de la func- 
tion snw sont o, 2 K, et que ses poles sont iK', ces 

zeros et ces poles sont simples. Ce fait est mis en evidence sur 
Ja Jig, I du Tableau de formules, ou Ton a note les valeurs de la 
function -0 = sn(i/, /r) aux points dont Taffixe u est mK-h/tjK', 
/w = o, I, 2 , 3, 4 
\n = o, I, 2 

Les Jig, 2 et 3 du Tableau de formules mettent de m^me en evi- 
dence les deux zeros et les deftx poles, tous simples, des func- 
tions dnw dans leurs premiers parallelogrammes (^). 

309. Les formules d’addition r^sultent imm^diatement des 
formules ^tablies pour les functions $. Nous nous contentons de 
les (^crire : 

sn w cn« dna 4- sna cn w dn w 
1 — sn2 w sn^a ^ 

cn u cn a — sn w dn m sn a dn a 

I — A-^sn^Msn^a ^ 

dn a dn a — sn w cn 4^ sn a cn a 
I — k^ sn* u sn^a 


(') La fig, 4 du Tableau de formules se rapporte k la fonction p(M 1 
elle met en Evidence le fait que la somme des deux z6ros de cette fonction si- 
tu6s dans le parall^logramme primitif : 0, 2u>,, — awj, aw,, est ^gale k — et 
que le point 0 est un p61e double de cette fonction. 


1 (1) sn(M4-a) 
(2) cn(w4-a) 
f (3) dn(M 4- a) 


sno = 

cno = 
dno = 
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| (i) sn(«- 

, ( 2 ) c“(«- 

f ( 3 ) dn(«- 

( 4 ) sn(“- 

( 5 ) sn(M- 


(LXXIII) I 


( 6 ) cn(u 


( 7 ) cn(M- 

( 8 ) dn(M- 
1 ( 9 ) <!“(«- 


■ a) sn( u — 

- a) cn(w — 

■ a) dn (a — 

■ a) -h sn(w 

■ a) — sii(a 

■ a) -i-cn(M 
• a) — cn(w 

- a) -f- dn(M 

- a) — dn(M 


' I — sn* w sn*a 


a) = 
a) = 


-a) = 
-a) = 

— a) = 

— a) = 
-a) = 

— a) = 


cn*a — dn*asn*a 
i — X:* sn^a sn® w 
dn*a — A® cn®a sn® u 
1 — X:® sn® a sn* u 

2 sn w cna dna 


I — X:® sn® u sn®a 

2 sn a cn u dn u 
1 — X:® sn® u sn®a 

2 cn M cn a 
1 — X:® sn* u sn 2 a^ 

— 2 sn M dn M sn dna 

1 — X:® sn® u sn®a 

2 dn a dna 

I — X:® sn*a sn® a 

— 2 X:* sn a cn a sn a cn a 


I 


X:® sn® u sn®a 


310. Consid^rons, par exemple, la formule (LXXIII 5 ) : le pre- 
mier membre est nul si la quantity sna est nulle ou infinie, c’est- 
i-dire si Ton a 

a = 2 /?iK 4- /n'lK', 

en ddsignant par m et m' des entiers qiielconques, 011 si Tune des 
quantiles cnw, dnw est nulle, c’esl-a-dire si I’on a 

M = ( 2 m -4- i)K -+- 

Ce premier membre d’ailleurs ne peut ^tre nul que dans I’un 
ou Tautre de ces cas. 

On conclut de la que toutes les solutions de I’^quation 

sniT = sna 

sont donn^es par les formules 

X— a -H 4^^^ -f- 2 7 ?i'iK', 

a*=— a-i-(4^ H- 2)K -H 2m't K'. 

On trouve de m^me que toutes les solutions de I’^quation 


cna? = cna 
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sont donn^es par les formules 

a7 = d:a-h4'^K-H4 m’ihfUf 

37 = ±aH-(4/?i-i“2)K-h(4/n'-f- 2) «K', 

et que toutes les solutions de 1’ Equation 

dn37 = dna 


sont donn^es par la formule 

37 = zh (3. imK ^ iK! , 

En particulier, les solutions des Equations 

sn37 = zfci, sn37 = ± p cn37 = dti, dn37==ti 

sont ^gales deux k deux. 


3H. Supposons (o^ et Y r^els et positifs. Si I’on se reporle 
aux formules qiii d^finissent kelk', en se rappelant(n® 121) que 
y/e 2 — ^3 est un nombre n^gatif tandis que ^e^ — ^ 2 ^ s /^4 — ^3 
sont des nombres positifs^ on voit que k et k' sont positifs, 
plus pelits que i; R et R' exprimes au moyen de A’'- par les 
formules 

^ ^ 

Jq y/(i — 37*)(l ~ X:*37*) 


K' 



dx 

v/(l — 37*)(l — 


sont reels et positifs. 

Si u est une variable reelle, les formules qui donnent snw, 
cnw, dnw, sous forme de quotients de 2r montrent que ces fonc- 
tions sont r^elles. Si u reste compris entre o et R, aucune des 
d^rivdes ne peut changer de signe : les functions varient done 
toujours dans le m6me sens; sna croit de o a i, enw d^croit de 
1 ^ o, dnz^ de 1 ^ A'. II convient de remarquer que la fonction 
dnw, qui ne s’anniile et ne devient infinie pour aucune valeur 
reelle de m, reste positive pour toutes les valeurs rdelles de w. 
De m^me, quand u croit de R ^ 2 R, les d^riv^es ne peuvent encore 
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changer de signe; sn w d^croit de i ^ o, cn w d^croit de o a — i, 
dnw croit de A*' a i . 

Ensuite les formules relatives a I’addition de aK montrent 
comment les choses se passent dans I’intervalle (2K, 4^^)* 


312. Lorsque a = iV est purement hnaginaire, 4 sn(iw') est 

une fonction reelle de it! ainsi que cn(«;M') et dii ( iu'), Les d^riv^es 
par rapport a w' de ces fonctions sont respectivement 


cn(m') dn(iV), 4 sn(iV) cln(tV), 4 A^sn (m') cn(m') ; 

elles ne changent pas de signe quand v! croit de o a K'; dans cet 
intervalle 4 sn(i«'), cn(«V) et dn(fV) ne peuvent prendre que 
des valeurs positives puisque ces fonctions sont positives pour 
a' = o et ne peuvent changer de signe ; on volt done que 4 sn ( iv!') 
croit de o a -f- 00, et que cn(i:V) et dn(iV) croissent de 1 ‘d ~\-cc. 
D’ailleurs, quand w' tend vers R', le quotient tend vers k, 


. I — sn2(fM ) j , 

puisque son carre ^7 - . a lend vers k^ et que , . 

^ ^ i--sn2(ta) ^ cn(m') 

r^el et positif. 

Lorsque u' croit de K' a 2R', ^^ - 4— ^ cn(iV), dn(m') crois- 
sent de — ooao, — let — i respectivement. 


dn(fw') 


reste 


313. Enfin la formule 


sn(a -h bi) — sn(a— bi) = 


2sn(^i) cna dna 

I — sii'^a sn2(6j ) ^ 


oiX a et b sont supposes r^els et ou le denominateur du second 
membre est par consequent r6el, montre que sn((2 -f- bi) ne pent 
^tre r^el que si b est un multiple de R' ou si a est un multiple 
impair de R. Si b est un multiple pair de R^ en effet, le facteur 
sn(6«)"est nul; si b est un multiple impair de R', sn2(A>i)qui 
figure au denominateur est infini et le second membre est en- 
core nul; si enfin a est un multiple impair de R, cna est nul. 

D’ailleurs, dans ces differents cas, sn(a -f- bi) est r^el. En parti- 
culier, on voit que sna est r^el quand le point u va en ligne droite 
de o a R, de R ^ R jR', de R-h tR' a tR'. Le point u d^crit 
alors trois edt^s d’un rectangle; pour le premier c6t^ sna croit 
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de o ^ I ; pour le second de i ^ pour le troisi^me de i a •+- oo. 

Enfin, si snw est r^el et positif, les formules du n*' 310 donnent 
toutes les valeurs de en y supposant que a soil repr^sent^ par 
I’un des points de la ligne bris^e pr^c^dente. 

De m^me pour les valeurs r^elles et negatives de i%nu et le 
quatri^me c6t^ du pr6c^dent rectangle. 

Les autres functions cnu^ dnu donneraient lieu k des obser- 
vations analogues que le lecteur n’aura aucune peine a faire de 
lui-m^me. 


314. Les fonctions 2r et leurs quotients ont eU envisages par 
plusieurs g^om^tres; elles se pr^sentent souvent sous d’autres 
formes qu’il nous reste encore a faire connaitre. 

Comme I’a fait observer Kronecker dans ses Cours et dans 
plusieurs de ses Memoires, la function doublement p^riodique 

h) 


s’introduit d’elle-meme dans quelques questions importantes 
d’Arilhmetique et d’Algcbre% 

Kronecker desigoe par fonctlon elliptique El, la function de 
deux variables p et t, 


(LXXV,) 


E 1 (p,t) = 


3'i(ap 1 2 t) 

1 2T) 


En tenant compte des formules (XXXIII 9 , 12 )) (X.L2),(XXXVIl4), 
on voit que cette fonction est li^e aux fonctions doublement perio- 
diques precedemment d^finies, par les relations 


(LXXV2) 


(LXXV3) 



4 


•es $03(2 w|t), 


El ^ j = /A: sn(4Kp, A:); 


Pour les valeurs particuli^res o, 


4^ 


^ de Targument p, on 
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(LXXV*) 



Les deux relations 


El 


( 


-4- m -+- TIT 
‘2 



H- m -h nz) 



oil /n, n sont deux entiers quelconqiies, se deduisent sans peine 
des formules (XXXIV). En supposant m pairet en remplafanl 
m, T par 2/n, 2 t, on obtient les relations 


(LXXV) 


(5) El(p -4- m -4- TIT, x) = El(p, t), 

( 6 ) 


dont la premiere met bien en Evidence la double periodicity de la 
fonction El. 

En rempla^anl sn(w, k) par sa valeur 



on pent mettre la relation 

cn a dn = /(i — sn* w ) ( i ■— sn* u ) 

sous la forme 


4 )fk¥. dv 





cni^dnu = 
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o(i I’on a pos4 ( * ) avec Jacobi 
(LXXV,) P = 

la formule d’ addition de la fonction elliptique El s’en 

d^duit facilement : si z d^signent les trois fonctions 


a? = El j y = El z = El 


on a 
(LXXVs) 


_ x\J \ — -^y — px*-h 

~~ i — x^y^ 


315. En terminant ce paragraphe, indiquons, relativement aux 
fonctions 2f, d’autres notations qui ont un.grand int^r^t historique, 
qui sent souvent commodes, et dont nous aurons a faire usage. 

En conservant aux quantit^s K et K'la signification donnee par 
les formules (LXXIa^i), posons 


(LXXVI) 


i 

H{x) =&,| 


(2) 

e(ir)*=&» 1 

(fk) 

1 (3) 

H,(x)--=2r,( 

^ a? \ 

[ (4) 

e,(ir)=&3| 

(^) 


Les fonctions sn^, cnx, dna? s^expriment tr^s simplement au 
mojen des fonctions E{'x), B.i{x)^ 0(^), 84(^) du m^me argu- 
ment X, On a 


(LXXVI) 


(5) 


sn a? = 


I E{x) 

s/k 



s/A:^ Hi(.r 

/jt 


(7) 


dna7= 


e(a?) ‘ 


Les fonctions H(:r), 0(5?), H<(5?), 0<(5?) jouissent des pro- 


(’) OEuvreSf t. I, P* ^66. 
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pri4t(is suivantes, qu’on deduit imm^diatement des formules 
(XXXIV) 

I H(a7H-2wiK) = (— i)"* H(a7), 

e(. + .mK) =e(^), 

H,(a7 + 2wK)= (-O'" 

Bi(x -i- 2mK) = 6i(a:); 


(LXXVIIj) 


/ H(a7-4-2miK') =(-i)'^AH(^), 
I 0 (a? -h 2 miK') = (-— 1 )"» A 0 (’a?), 
/ Hi(ar -h 2mjK') = A ni(a7), 

1 01 (a? -H 2 miK') = A 01 (a?), 


m^TZ J. -rnTZ — 

e ^ 


(LXXVIIa) 


(LXXVII4) 


H(ar-hK) = Hi(a7), 

0(a7H- K) = 01 (a?), 

Hi(:r-4-K)=~H(ar), 

01 (a? -+- K) = 0 (a?); 

H(a7-i-iK') =iB0(a7), 
0(a?4-iK') =iBH(a7), 
Hi(a7 -h tK') = B0(a?), 
01 (a? -h ? K') == BHi(a7), 
^ 5 

B K 2 K . 


m ^tant un entier quelconque. 

316. En se reportanl aux formules (XXXlIl 7 _g), on a imm^- 
diatementi en remplagant la lettre u par la lettre 


(I) ? 


(2) Si 


\ _ 

T^VJ K 


(LXXVIII) 


/ei — ej 


(3) C, 


(4) 


(t^ 


7 )ia 7 / H'(a:‘) 

7)1 a? / H'l (a 7 ) 


5^ + v/eT 


Nous poserons aussi 
(LXXIXi) 


ew. 



LES QUOTIENTS DES FONCTIONS 3 * ET OES FONCTIONS' 2 r. 198 

on a alors immMiatement les relations 

(LXXIXj) Z{x aK) = Z{x), 

(LXXIX,) Z( 3 :+aiK') = Z(ar)- 

K 


317. C’est ici qu’il convient peut-etre d’expliquer la difference 
entre les notations que nous adoptons et cedes de M. Hermite. 

Dans la plupart des Memoires del’illustre auteur et, enparticu- 
lier, dans son Cours autographic de la Faculte des Sciences, 
K el K' designent des quantites quelconqiies assujetties seulement 

a ce que la partie reelle du rapport soil positive; il pose 
alors ) 

K' 

— 7C — 


H (x)— 2 v/7 sin — 7.\/r/^ sin sin — 


. \^TZX 

Ti 


0 (r) = I — 2 7 cos -jT — i- 


K 


7 q^ cos 


St:x 

'K~ 


Hi ( 57 )= 7\/qC0S ~ -f-2 -\-7\/q^^CO^ -K 

/ V , 2'JT.r 37r.r 

(-)l (a^-)= I -h2g'C()S ^ -f- 27 ^ cos -h 27!'C0S -h 


Les quantites R et R' de M. Hermite etant quelconques, on 
pent, sans inconvenient, les identifier avec cedes que nous desi- 

p;nons par ( 0 | et y; si Ton adopte cetle convention, les fonctions 

H(.r), 0(^), Hi ( 07 ), 0| (^), avec le sens que leurdonneM. Her- 
nilte, sont respectivement 


(-)- 

e(j7) =34( 


\2W,/ 

^• 20 ) 1 / 


©l(^) = &3( 

^ X \ 

\7.U>ll 

^2t0i/ 


M. Hermite pose ensuite 


I H(a:) 

sna7= — -~~y 

s/k 

T. et M. - II. 


/Ar e(a?) 




ll 
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les fonctions qu’il d^signe par snXj cnx, dnx s ont do ne 
celles que nous d^signons respectivement par sn{x\/e{ es), 
cn{x sjT^z), An{xs/7^i). Au surplus, pour M. Hermile, 
— admet pour limite, quand x lend vers o, la quantity qu il 

SC 

designe par to, savoir : 


_L 

y/It ®(o) ao)iV^A- ^»(°) 


v/et — 63 . 


318. Briot el Bouquet emploient les notations 

l{x), v(a-) 

avec le sens que M. Hermite donne aux symboles sna;, cna:, dni. 
Leurs notations s’identifient avec celles que nous avons suivies, en 
supposant que les quantiles qu’ils d^signent par w, w' soient celles 
que nous d^signons par 20 ) 4 , 20)3 et en posant 

X(^) = sn{^ex—e^x)^ 

|a.(,r) = cn(v/ci— • 
v(iF) =cln(v/ei— esa?). 

319. Si, au lieu de laisser les quantiles K, K' ind^termin^es, 
on suppose K et K' definies comme fonctions de la variable k par 
les deux int^grales 

dx 

v/(i — 

si Ton pose ensuite 

q = 

etsi I’on entendalorsparH(x), %{x), H, (a;), 6 . (a;), les quatre 
fonctions definies par les relations 

H(ar) = 

( X \ . 2TCa? 

_j =I-25rcOS-j^ + 2g‘C08 -g 

C08^ + 2 sin ^ 



K’= [' 


x^) 


• • ) 
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ces qiiatre fonctions sont pr^cis^ment celles de Jacobi (^). Le 
lecleur verra plus tard, apr^s avoir ^ludi^ le probl^me de I’inver- 
sion, que le sens que nous avons attache aux sj^mboles H(;r), 
0(a:), (^), {x) au n® 315, sens auquel nous nous attacherons 

dans tout ce qui suivra, est identique a celui de Jacobi. 


III. Transformation lin^aire des fonctions elliptiques. 

320. Si Ton suppose et lies a 6)3 par les formules 

^3 = CO>i t/cOg, 

ou a, 6, c, d sont des entiers H6s par la relation ad — ftc = i, les 
fonctions 5oa(^^ | j ^^3), | ilg) s’expriment imm^diate- 

inent au moyen des fonctions 5oa'(^^ | ^3)/ I 

ou a', p', y' d^signent comme a, p, y les Irois nombres i, 2, 3, 
rangds dans un ordre quelconque. Reportons-nous, en efl'et, au 
Tableau (XXq); ce Tableau permetlra de determiner, suivant les 
valeurs de a, 6, c, rf, les valeurs des indices X, [x, v tels que I’on 
ait(XX3) 

o' (w 1 Qi, = C'(w| 0)1, tus), 

a'i(a 1 n,, ng) = Gra(w [ wi, 103), 

(7'2(w I ni, ^3) = 0'p(w I 0)1, (1)3), 
c'3(a 1 Qi, fla) = o'y(M I 0)1, 0)3), 


et il est clair que les douze fonctions 5 formdes avec les demi- 
periodes G3 ne seront autres, dans leur ensemble, que les 
douze fonctions ^ formees avec w,, 0)3; mais les indices des fonc- 
tions egales ne seront pas les memes, sauf dans le cas i® du Ta- 
bleau (XXe). 

321. La substitution d’un couple de pdriodes dquivalentes af- 
fecte un pen plus profonddment les fonctions snw, cnw, dnw, ^ 
cause du facteur \Je^ — qu’afTecte aussi cette substitution. 

Reprenons les notations du n® 187, et ddsignons encore par (*) 


(*) Comparez la lettre d’Hermite ^ Jacobi, Werke, t. II, p. 97 et 98 , ou Ton 
irouve pour la premiere fois les symboles 0, ct H^. 
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/, e les quantiles Ar(T), de sorte que Ton ait 


( LXXX) 


/,N /_ _ 3^1(0 It) _ ) 

— 7i7^-Si(olT) 

/ \ r /bi — E2 __ t) _ 


Posons aussi 


(LXXX) 


(3) L = fliiV^Ei — E 3 j 

(4) ilJ — Qs v/ei— E a- 


On sail, dans chacun des six cas du Tableau (XXe), exprimer 
y/g^ — E3 au moyen Aq — ^3 ? — <^3 > \J^\ ^2 j pourra 

done exprimer L et \J au moyen de K, K^, . Le Tableau (XLVI^ ) 

donne, d’autre part, les valeurs de cp(T), ^(x) au moyen de cp(T), 
^(t), et, par suite, les valeurs de /==?^(t), au moyen 

de /: = A''= 

Pla^ons-nous dans un cas parliculier, par exemple dans ie cas 
5 ® du Tableau (XXe), ou )v = 3 , [j.= 2, v = i, a==: o, 6 = i, 
c = I , d = o (mod. 2). On a alors (XX7 ) 



v/es— Ea = 0 * 

6-4-1 

v/e, - Ea = t'(— i) * v'ei— «»> 

fl-4-6— 1 

v/ei — Es = «■(—») * /ej— ej, 

et, en consultant le Tableau du n® 187 ou le Tableau (XLVf( ), 


on a done aussi 


/ = /'=(-!)* A-; 


L = »(-i) ‘ [aK+fciK'], 
it* 


D’aprfes la formule (LXVII^) et en tenant compte du Ta- 
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bleau (XX7), on a d’ailletirs 


sn( w, /) = /ei — E 3 


A 

1 Oi, OaJ 

Lv'Ei— K j 

rfo r - ^ 

1 ni> 

L/Ei— E s 


= v / ei — E3 ■ 


o'! 




v/ei — E3 v/^1 


u 

= I Wi, 0)3 
— ^3 




b-hi 

= /(— l) * /ei — ^3 


, wsj 


/ei ~ E3 s/ex — e^ 

1) 2 




(-0 


t y/^i — ^3 


d’ou finalement en dislinguant deux cas, suivant que Ton a 
b^-h I ou que Ton a 6 = — 1 (mod. 4), et en faisant usage des 
formules (LXVII^_ 2 . LXXII^), 

u 

sn -T 

sn(w, 1) = i • 

cn 

i 

% 

On irouve de meme, dans ce cas 5® du Tableau (XXo), 


cn( Uy 1) 1 

cn 

I 

dn-. 

dn(M, 1 ) = • 

^ ' u 

cn -r 
L 

Ce cas 5” pr^sente un inter^t particulier. II donneles formules 
qui permettent de passer du cas ou I’argument est puremenl 
imaginaire au cas ou Targument u estrdel; k est alors remplac^ 
par d: A*'. 

On observera que les fonctions sn(w, A*), sn(i/, /) v^rifienl res- 
pectivement les Equations differenlielles 

^ = (!-/>) (I -A:*/*),. 
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On est ainsi amen6 k cette proposition, que le lecteur v^rifiera 
sans peine : Si une fonction f (w) satisfait k la premiere de ces 
Equations, la fonction ' 

,>(s) 

/■ 7 ^ 

satisfait a la ^conde. 

322.yLes calculs se font, dans chaque cas, avec la m^me faci- 
lit(^.. Les r^sultats sont consign^s dans les deux Tableaux qui sui- 
vent, que nous avons s^par^s pour la commodity de I’impression : 

le premier donne les valeurs de /, et du facteur ^ ? 

par lequel il faut multiplier aK-4- biK'^ cK4- rffK', pour obte- 
nir L et iL'; le second donne les expressions de su(m, /), 011 ( 11 , /), 
dn(w, /); chacun des six cas des deux Tableaux correspond aux 
six cas du Tableau (XX®). 



L 

1'. 

1 _ V'k,— K, 

M 

I** 

cd 

(-i)Ta 

(—1) “ k' 

rt — 1 

(->)“ 


— k 

(-.‘p 

(-)= p 

d-l 

(-,) * k' 

3° 

-<^1 1 

(-0 

ah j, 

rt — 1 

(- 1 )“ k 

r 

- I 

(-.)* ^ 

ah j 

i)TA 

ttl 

»(-i) • k' 

5* 

cd 

(- 1 ) ^k' 

{-lyk 

b+i 

»•(-!) ’ 

6® 

f't tj 

\ 

ftb 

i-i)~*k 

C — 1 

t(-I) * k 


(LXXXe) 
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(LXXXe) 



sn (m, /). 

cn(M, 1). 

da( a, 1). 

1 ° 

sn u 

enw 

dnu 


u 

sn Y} 

k'-JL 

dn~ 

K 

u 

dn % 
k 

I 

A “ 

dn^, 

3“ 

k sn -j 
k 

dn- 

u 

cn Y 
k 

4“ 

u 

sn -rr, 
ik’ 

u 

A “ 

^^Ik' 

U 

I 

u 


U 

sn -T 
i 

u 

cn — 

i 

I 

dn^ 

1 

5" 

! 

1 

u 

cn T 

i 

u 

cn-T 

i 

6° 

% 

u 

sn -rr 

ik 

dn4 

ik 

dn4 

ik 

u 

cn -rr 
ik 

dn rr 
ik 


Oq observera qae dans les deux cas et 3°, c’est-a-dire 
lorsque c est pair, la fonction snw se transforme en une fonction 
de m^me nature. 

323. Lorsque c est un nombre pair, on voit sur le Tableau 
(XXe) que v est ^gal a 3 et sur le Tableau (XLIIg) que m"' = d 
et que, par suite (XLII7), on a 

s'" 1 

— = i* 

t 

On a done, en divisant membre k membre la premiere *et la 
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quatridme des formules (XLII), 

3ri(v|T) _ Sr,(i)|T) ^ 

%(y\T) ~ 2r4(p|'c) ^ 

Dans les notations de Kronecker, cette relation se pr^sente 
sous la forme 


El 


( 


•i a -+- ■;i 6 T 


c -h dz 



yrT— 


En posant 

a = a, 2^=^, c — 2yj d Oj 


et en rempla^ant ^ et t par 2 ^ et 2 t, on a done 


El 


/ V Y \ 
\a -t- jix ^ a -+- pT / 




T)r-oy+ 2 y+ 5 -i, 


ou a, P, Y, 8 sont quatre entiers dont le second jJ est pair el qui 
sont li^s par la relation aS — jSy = 1 . Cette formule est d’ailleurs 
^quivalente a la suivante : 

( LXXX7 ) El f( 0 - p T ) p, r J = El ( t-', T ) /-6Y-h2y-4-6-i , 


ou I’on a pose 

y -h 5 t 

T = * — * 

a -f- pT ’ 

e’est la formule de transformation lindaire de la fonction ellip- 
tique El, pour [3 pair, sous la forme dont Kronecker a fait usage. 


IV. — Transformation quadratique des fonctions elliptiques. 

324. La substitution aux deux demi-p^riodes (O 4 , 0)3 des deux 
demi-periodes 

Qi == atoi -h ^0)3, 03= 

lorsque a, 6 , c, d sont des entiers et que le determinant 
ad — be est positif, depend de la multiplication d’une pe- 
riode par n et de substitutions a determinant + i . 11 nous reste 
done k faire pour les fonctions sn, ... ce que nous avons fait 
pour les fonctions cf et 2r (n°* 130 k 145 et 242 k 270). Les resul- 
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tats se d^duisent, par de simples divisions, de ceuK qui out 
6tablis dans ces m^mes num^ros. Comme alors, nous traiterons 
d’abord du cas ou /i == 2 , puis de celui o^i n est impair. 

Dans le premier cas, pour ce qui est des fonctions nous 
nous dispenserons d’dcrire les formules qui r^sultent immediate- 
ment des Tableaux (XXII) a (XXV); nous nous contenlerons de 
considerer les transformations des fonctions sn, cn, dn et nous 
nous servirons pour cela des formules relatives aux fonctions 3 qui 
sont un peu plus avanlageuses. 


325. Rappelons d’abord, parmi les formules (XLIX), les sui- 


vantes 




I — 

I 4 - 


2T) 




^ \‘l) 14 - 



V-Cp^(T) 
i 4- 


et observons, en passant, que les deux dernieres se deduiraienl 
des deux premieres en changeantT en — On en d^duit Ir^s ai- 
s^ment 


(XLIXio) 


=Vn-r= 

I /n- o* ( " j = /> -t- ^’ = “/^V\ ’ 


y / 1 — ) = / 1 — ~ 




si, dans les derniers membres, on regarde y /2 comme un nombre 
positif, ces formules d^finissent les radicaux y / 1 4- v* — ^ » 
y/i + A*, y/i — /i comme des fonctions univoques de t; en d’autres 
termes, ces formules fixent le signe de ces radicaux qui appa- 
raissent dans diverses questions de la th^orie des fonctions ellip- 
tiques, et que nous prendrons desormais avec celte signification 

precise. II est bien clair que, si ? est r^el et positif, les radicaux 
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daivent fitre pris avec leur sens arithm^tique, puisque les der- 
niers membres sont alors manifestement positifs. 

II convient d’observer que I’on a, en adoplant cette determina- 
tion des radicaux, 


= A:'; 

la premiere de ces relations, en effet, si Ton se reporte aux defi- 
nitions, equivaut k Tegalite 

Cpt(T) t)/^(2T) = 

qui resulte tres facilement des formules (XLlX 5 _c). On a aussi 

y/ 2 i -4" A‘ ^ I -4- A:^ = I - 4 - A* -+- A*^ , 


puisque les carr^s des deux membres sont manifestement egaux 
et que chacun des deux membres definit une function analytique 
de T ayant une valeur reelle et positive dans le cas particulier ou 

r est reel et positif. 

Les formules qui definissent y/i 4- A*', y/i — A', ... donnent, in- 
versemenl, 


Cp* (2X) 


v/ 1 — k' 




4->(2t)= \/-2. 


Vk' 



\/ 1 — k 
y/i -4- A' 


326. Plagons-noiis dans le cas ou aux demi-periodes to,, toa on 
substitue les demi-periodes (O 3 ; t est alors remplace par el 

si Ton designe par y/7 et y/? les quantites (f^( 2 T), tj^^( 2 T) qui 
remplacent y/I = et y/F'= on aura, d’apres ce qu’on 

vieni de dire. 


(LXXXI) 



_ i^k' 

^ /rTA" JH-A' ■“ k 




v/fH-A'* 


oil les signes des radicaux, fixes comme on I’a explique, sont 
assurement tels que les valeurs de y/7, y/7 coincident respective- 



LE8 QUOTIENTS DE8 FONCTIONS O' ET DES F0NCT10N8 203 

ment avec celles de 


^ 2(0 3^»(o| 2T) 

3r3(o 1 a-c)’ iir3(o|2T) 


327. Si Ton designe mainlenant par e^, E 3 , \/e< — E 3 , les quan- 
tiles qui remplacent 64 , — <?3 et par L, U les quantiles qui 

remplacenl R, R', savoir : 


/wi lOi \ / \ • 

Ei = p(~ 

V^Ei— E 3 = $30 


El -f- Ej H“ Eg — 0, 


(LXXXI) 


I (3) L = !^ v/e,-k,= j2r|(o|2T), 
((41 


et, si Ton pose 

fLXXXIj) M = 

V^Ei — Eg 

on aura 

L _ JL _ S'Kohx) 

K 2 M &|(o|x)’ 


el, par suite, en appliquanl la formule (XLVII4), 


S|{olaT)=l[&|(o|x) + &*(olT)] = i^&|(o|T), 

2 A 


11 viendra 
(LXXXI) 


(3) 

(4) 


L = 


•2 


L' = (.+A:')K'=|. 


328. La formule (LXXI#) donne ensuite 


sn(M, 1) = 
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En appliquant les formules de transformation (XLVIIj), on a done 


mais, en vertu de la valeur irouv^e plus haul pour L et des for- 
mules (LXXIe.g)) on a 




sn - 
] 

i-hk'' 


u 


I -h k' 

dn 

u 

? / 


u u 

sn r-, cn 

, k i-^k \-\-k 

sn(M, /) = — 


Comme nous venons de voir (LXXXIi) que — est ^gal a i H-X', 

// 

on a done enfin 

a u 

sn p cn p 

(LXXXII,) sn(«, 0 = (' + >(■') — 

I -h k’ 

On esl amen^ ainsi k cette conclusion : si la fonction /(w) 
verifie T^qualion diff^renlielle 


= (f — W*)(l — X-* M*), 


la fonction 


l/'.-*/ (itf) 



205 


LBS QUOTIENTS DES PONCTION8 O' ET DBS FONCTIONS 
i'^rifiera I’^quation different ielle 


dz'^ 

du^ 




3 t c’est ce que le lecteur conslalera en effet sans peine. 

On trouve de m^me , en tenant compte des formules qui 
lonnent y/7, ^ en fonction de k et de k\ 


dn^ 


(•2) cn(w, /) = 






LXXXII) 


ITT 


dn 




dn^ 


u 


( 3 ) dn( Wj 1 ) — 


I H- k 


k 


(i — k) sn^ 


14- A ' 


(1-4- A') da 


I -+“ h. 


dn ■ 


■k 


La transformation que nous venons de considdrer est dite 
^ vans formation de Landen, 


329. Le cas ou Ton remplad^ 0)3 par co^, ou t par se 

.raite de la meme fagon au moyen des formules (XLVIII); nous 
lous contenterons d’iriscrire les resultats. 

Si I’on ddsigne ici par el les quantiles y- 
3 t parE^, Ej les quantitds (XXIV 5 ); si enfin I’on pose 


LXXXIII) 


LXXXIIL) 
Dn aura 


LXXXIII) 


(3) A = a.,v/B;-E', = 


M = 


v/e,~ Cs 
' ■ — ? 
V Ki -- K 3 


(0 

(>) 




> 


k 

I 4- k 


I — k 

~ir 
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et 



(LXXXm,) 

M = 

Srjfo t) I 

d’ou 

((3) 

A = (i + A-)K = ^, 

(LXXXIII) 

j(4) 

A'= K - 

2 iM 


330. On aura aussi en faisant usage des formules (LXXIg-r) 



II est k peine n^cessaire de faire observer que I’on pent parve- 
nir au m^me r^sultat en exprimant d’abord les trois fonctions 
elliptiques sn(w,)^), cn(i/,X), dn(a, 1) au moyen des fonctions 
sn(a,V), cn(M, X'), dn(w,X'), ce qui est une transformation li- 
n^aire (cas 5® des Tableaux LXXXg.o); puis les trois fonctions 

sn(M,X'), cn(w, X'), dn(w, X') au moyen des fonctions sn ’ 

cn dn cequi est une transformation deLan- 

den; puis enfin les trois fonctions so cn 

dn jp > > au moyen des fonctions sn 

ce qui est une nouvelle transformation lin^aire. 

La transformation pr^c^dente est dite transformation de 
Gauss, 


331. Les formules de transformation quadratique des fonc- 
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lions S, k I’aide desquelles nous venons d’etablir les formulcs de 
Landen et de Gauss, permettent aussi, comme I’a montr^ M. Her- 
mite(^), d’obtenir des d^veloppemenls pour les fonctions ellip- 
tiques sn, cn, dn, dont Pimportance a mise en pleine lumi^re 
par Pillustre auteur. 

Les formules 


~ Sri(tlP|2T), 

9i 


S2(t’)2r3(0 = (^1^)' 


donl les deux premieres soni identiques a deux des formules 
(XLVII3), dont les deux suivantes sont identiques k deux des 
formules (XLVIIls), et dont les deux dernieres se d^duisent des 
prdcedentes par le changement de x en t-|- i, donnent imm^dia- 
tement, par de simples divisions et en tenant compte de la defini- 
tion des fonctions «p(x), d’une part, les relations 



1^3 

(rR) 

, _ 1 7t/ 


^3 

(^k) 



'(.^1 


v / 2 cp(T) 

^•(1 

”) ’ 



(•) Comptes rendus, t. LVII, p. ggS, et dans son M^moire ; Sur quelques for- 
mules relatives au module dans la theorie des fonctions elliptiques ( Journal 
de Liouville, a* s6rie, t. IX, p. 3i3). 
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et, d^autre part, les relations 
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Par un groupement convenable des termes des series 
(XXX1I^_4) qui d^finissent les fonctions Sg, on pent 

d^duire de ces six relations les d^veloppements donnas par 
M. Hermite. 

En remarquant que, si Ton change t en q devient 

on a, par exemple, pour le d^veloppement de la fonction 
STi qui figure aux num^rateurs de la premiere et de 

la dernii^re des six relations, 


sin(a/n-i)^ 

n =:0 

” 4,1 -4- 1 

= 26 * ^ (— * sin( 2 /i - 4 - 1 ) 

rt = 0 

ou, en sdparant les termes de rang pair et ceux de rang impair, 


sin(2/i -4-1) ^9 



TZi 

T H- 1 

\ T 

2 ^ 

j = 26 * 


j.Jv(Jv+i)^v(sv+i)+5 + 0 ^ 


-S' 

V = 1 

2 (-) 


.5V(2V-1)^V(.v-1)+5 


iv^v(iv+i) si[i( jv -h 1) — , 
2 K 


oil dans la dernii^re somme I’indice v prend toutes les valeurs en- 
tieres de — oo a + oo. 

On a ainsi les d^veloppements 


^ ^ (— ,)vyv( 2 v+i) sin(4v 0 ^ 


snw = — — — 

— l)Vgr*V* C 0 S 2 V ^ 


y*v{2v-4-i) sin(4v -H i) ^ 


-r J'l 7 * 

T W ■* 


? ('^) ^ j)v^vl*v4-i)cos(4v -4-1) ■ 


T. et M. - II. 


>4 
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cna = V2 7* — 

cp(t) ^ ^ 


2 ^vdv-j-i) cos(4v 0 ^ 
1^8 Ji 

1^V^2V* C0S2V -g- 
V 

^ ^tvi2v-4-i) sin(4v + i) — 

2 ql ^ ; 

^^V(2V4-1) sin(4v + i) ^ 

V 

^ ^v(2v-+-l) COS (4 V -H l) “ 


(JlWl =: <L(t) 


^ ( 1 )V ^V(2v+1) COS ( i V “H l) ~ 

V 

^(_,)vg,v(sv+i)sin(4v + i) ~ 

= ^s(^) j: ^ . 

^ ^Vl2V-t-ll ^iii ( V 4 . ^ 

V 

332. Pour w = o, les developpements de cnw et dn^^ donnenl, 
eo prenant pr^alablement les derivees par rapporl a u des nume- 
rateurs el d^nominateurs des derniers inembres qui se prdsentenl 
sous la forme JJ, 




, 2 ' 




( TiV «V(2V^-l) 


1) V 2(4v 4- |)^Vv(2V-hl 

-I'M't) /- .-V 

= - -- - /2 78 

2V* 'P ^(4v -M)7V(2V+i; 

V 

2(— i)’'(4v + i)9-v(sv-t-i) 

> (4v4-i)grv(2v+i) 


on y done, pour les fonctions modulaires 'f (t), '{'(t), 
les developpements 

2(_i)v^v(2v+i) 


^//. = ^(t) = /ay'' — 


2 
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Vk' =+(x) = 


^ ( l)VyV(»V + l) 


= y3(-c) = /Sy* 


^( 4 v + l)g>v( 2 V+l) 

V 

J 

^(_ ,)V(4v-H,)5,V(2V+1) 




^( 4 v+ l)^v( 2 v+l) 

V 

^(-l)v(4v + l)g-v( 2 v- 


doiit les deux premiers ont deduits par Jacobi des d^veloppe- 
inents en produits infinis, qui nous ont servi de definition pour 
les fonclions cp(T) et 

333. En combinant les transformations de Landen et de Gauss, 
on obtient les expressions de sn( 2 z/), cn( 2 w), dn( 2 w) en fonc- 
lion de sn?4, cni/, dn?/, 

I , 2 sn cn w dn 

1 (i) sn2W = j- 5 } 


(LXXXV) 


(2) cn 2u = 


(3) dn 2 w 


cn2 u — sn2 u 

I — A^sn^w ^ 
dn^ u — ii cn^ u 

I — k'^ sii^ u ’ 


el ces formules coincident avec celles que Ton obtient en faisant 
a = u dans les formules (LXXIIIi.a). 

La formule (LXVII7) permet ensuite d’obtenir Texpression de 
|)( 2 «) en fonction de p{u). On a d’abord 


puis, apres quelques reductions faciles^reposant sur Temploi des 
formules (VII), 


P(2M) = 


4 y 


• 2 ^ 3 PW 
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On aurait pu, tout aussi bien, d^duire cette formule en com- 
binant les deux formules (XXII3) et (XXIV3). 


334. Aprfes avoir remplac6 u par ^ dans ces formules, on en 
tire, par des combinaisons faciles, les relations 


.u I — cnw 

sn* - = — , 

2 i-+-dnw 


cn* — 
2 


dn u - 


• cn u 
- y 


dn2 “ = 
2 


I -h dn u 

-f- dn -h k^ cn u 
i-h dn 


dont les deux derni^res rdsultent d’ailleurs immddiatemenl de la 
premiere et des expressions de cn^-> dn^- au moyen de sn^ - . 

L’usage de ces formules est Evident; en y supposant success!- 
vement a = R, u = i R', on obtient 


sn 2 — 
2 

i 

c 2 —— 

I 


Ml ^ ■ ' — 

2 

~k’ 

cn 2 — 
2 

k’ 

cn 2 — = 

i-hk 

~ i-t-A’’ 

2 

k ' 

j oK 

dn® — 
2 

= k', 

2 

H-A-. 


En se pla^ant d’abord dans le cas ou R, R' sont des nombres 

rdels et positifs, et en se reportant ^ ce que Ton a dit aux n®* 3H- 
312 sur les valeurs de snw, cnw, dnw quand u est rdel ou pure- 
ment imaginaire, on voit que I’on a, dans tons les cas, 


K I 

zR 

cn -- -- 

i 

sn — ~ 9 

2 /l-t- At' 

Ml 

2 


K </F 

iK' 

\/i-^ k 

V >11 — — ■ ' ' - * 

cn — 
2 


dn - = /F, 

dn — 
2 

= v/i-H 


Si d’ailleurs on adopte les conventions du n^* 325, on voit im- 
mddiatement que les deux membres de chacune de ces dgalitds 
sont des fonctions analytiques univoques de t, et que, par conse- 
quent, ces egalites subsistent toutes pour les valeurs de t reprd- 
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sent^es par des points situ4s au~dessus de I’axe des quantiles 
r^elles. 

On pourrait op^rer de m 6 me pour obtenir les valeurs des fonc- 
tions sn, cn, dn quand Pargument est ^gal k ; mais, pour 

eviterdes discussions de signes concernant les radicaux, 11 est plus 
simple de d^duire ces valeurs des formulas d’addition (LXXIII), 
K 

en supposant w = — ? a = — ; on trouve ainsi 


IC -|— i K * ^ i 4“ k' I 4“ k 4“ Ik I / / — — 7* . /— 

sn = I — — j — = — — 

2 I4-A4-/C' ^^k 

la derniere transformation r^sulte des egallt^s 

I 4“ k 4“ ik = y/ 1 4- A ( \/ 1 4— k 4~ i ^ i — "k ) > 

1 4~ k 4” k = ^ y/ 1 4~ k ^ \ 4“ k' » 


On trouve de la m 6 me fagon 


iK' _ //v Vi4- __ \/k'(i — i) 

\/k (i k k' ) sj'i y / k 

K 4" ? K \/ k' \/ i 4“ /i ( I 4~ k ' — ik^ \/ k’ / / 

= - — , ^ = — (/I4- A — « y/i — A: 

l-hA’4-A-' • y/2 


V. — Transformation d’ordre n des fonctions elliptiques. 

335. Arrivons maintenant au cas ou Ton divlse I’une des demi- 


p 4 rlodes, par example, par un nombre impair n. 

Nous designerons, comme au n'* 136, les constantes relatives 


aux fonctions 


to, 

— , to^ 
n 


{it 

tOi \ 

1 par 

de pelites capi 

tales; ainsi 








/ to, 1 to. 

\ 



( 

toi \ 




^ 0)3 1 , 

, R3 

= P 

( W 3 



E, 4- Ej 4“ E 3 = 0 , 



“ Ej ~ 

$20 ^ 

. 1 

tOi \ 




/Ej - 

“ E 3 = ““ 

'$80 ( 

''tOj 

1 

> 

1 . 


v/eT^ 


$30 ^ 


Wl \ 

7r’“V’ 
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d’apris les formules (XXXVI4 ), on a done 


/e,-e,= «^^2rJ(o|wc), 

v/ej— E8= — n^&Ko] nz), 


v/e, - e, = n^^Sl(o|nT). 


Nous poserons aussi 


M = 


v/ei — E 3 


En outre, /' d^signeront les quantiles qui remplacent k, sa- 


volr : 


(LXXXVI) 



/Eo— Es _ 3 r|((^WT) 

~'^t(o\nzy 


^4(0] 

v/ei— E s 


et L, L' les quantiles qui remplacent K, K', savoir : 


(LXXXVI) 



L = ^ |( o 1 71 X ) = / E 1 — E 8 

2 


V^Ki— K 3 

\/e, — 63 


K__K 

n n iVJ 



I 

i 


(Osv/ei— E 3 


/e) — E3 K' 

v/eT^*"- M‘ 


Dans tous les cas oi!i K, K'et n ne changent pas de valeiir dans 
une m^me recherche, nous repr^senterons par une lettre unique 
Texpression 

<irK-h 2 r'K'i 

— — — f 

n 


ou r et d^signent des entiers quelconques; nous poserons 

2 r K -4- *2 r' K' I 

dt'.r' — ~ * 


de sorte que les s^mboles ar,o, Oo,r» qui seront d’lin usage frequent 
dans ce paragraphe, repr6senteront les deux quantiles 
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Cette notation perinet de r^duire notablement la place que 
prennent les formules. 



Dans les seconds membres les fouctions 5 se rapportent nalii- 
rellement aux demi-p^riodes ((0|, 0)3) et ii en sera de meme toutes 
les fois que ces demi-p^riodes ne seront pas ^crites explicitement. 
Quant aux nombres , r2, . . . , , rappelons que ce sont n — 1 

nombres entiers dont aucun n’est divisible par non plus que 
la difference de deux d’entre eux. 


337 . On pent ^crire aussi ^XXVl4_5) 





ici les nombres . . . , sont toujours des entiers; 

•2 

aucun n’est divisible par n, non plus que la difference ou la 
somme dedeux quelconques d’entre eux; au surplus, quand nous 
ecrirons au-dessous d’une formule que r doit prendre, ou les 
valeurs n, /-.j, . . . , r,/_n ou les valeurs /’a, . . . , /’^i, nous 

2 

entendrons toujours, comme dans les Chapitres precedents, que 
ces valeurs satisfont aux conditions que nous venons de rappeler, 
soil dans un cas, soil dans Tautre. 

La formule precedente monlre que 5 oa ^3^ ®st unc 



216 


CILCUL DIFFfiRENTlEL. 


fonction rationnelle de 5 oa^; voit de m 6 me que $py ^3^ 

est une fonction rationnelle de : c’est le produit de 
par line fonction ratipnnelle du carr6 de Tune quelconque des 
fonctions 5, comme on le voit en faisant usage des relations 
(XXVl5)et(LIXo). 

Nous nous dispensonsde multiplier les formules de cette nature 
qui sont implicitement contenues dans les formules (XXVI). Tou- 
tefois, nous observerons que les fonctions rationnelles ainsi for- 
m6es comportent comme coefficients, en dehors des quantiles e^, 
€2, ^3 qui y figurent explicitement, des fonctions symdlriqiies de 

; ces fonctions sym^triques, 




comme on le verra plus tard, dependent,, lorsque n est premier, 
d’une Equation de degr^ -h i , dont les coefficients sont des fonc- 
tions emigres de Ct, €2, et meme de ^29 ^3 • 


338 . Ces formules vont nous fournir d'abord I’expression dc 
quelques constantes dont nous allons avoir besoin. 

Si nous nous rappelons en effel les formules (LX^) 

/i = $21 = $ 23 ^ 1 } 

nous trouverons au moyen des formules du n® 336 , en supposant 
P = 2 et, successivement, y = 1 , y = 3 , et en faisant successive- 

ment a = CO3, w = — ^ 

’ n 



('' = rt,riy 


ou, en tenant compte des formules (LX4), pour u = — w,, a = 3 , 
fi 2, y = I et des formules (XXXVII4, XIII4), 

(LXXXVI.) ^ = ('■ = 0, 

ou encore 

/ = = r,, T-J, 
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Si Ton observe que I’on peut ajouter sans inconvenient 210^ a 
Targument de ^23^^ que ?23(<^) est ^gal a un, on voit que le 
second membre peut s’^crire 



ou r' prend n valeurs emigres assujetties seulemenl k cette condi- 
tion que la difference de deux quelconques d’entre elles ne soil 
pas divisible par /i; on peul^donc, en reprenant nos notations ha- 
bituelles, ^crire 

(LXXXVIj) = (r = r„ rj, r„_,) 

(/’) 

OU 

n (” <■*>) ’ /r=^r,, r^, • 

ir) \ * / 

Formons encore la quantite y/E, — E3 ; rappelons-nous que I’oi 
a (LXi ) 

— ^3 = $30^1 ; 

on en conclura 



ou, en donnant a r les valeurs 
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et en observant qiie la dernicrc valeiir de /’ met en evidence le 

factcur == * ■» on trouve, apres quelques reductions 

i mmediates, 


(LXXXVIJ 


M rr. 


v/e 7^ Eg 






Si Ton admet, comme on Ic montrera plus tard, que la quantite 
p ’ ou /' cst iin nombre enticr, est une fonclion algebriqiic 

de Ci, (' 2 ^ il sera evident par les form tiles precedentes que les 
quantiles M sont ellcs-memes des fonclions alge^briqtics de 

eo, ^ 3 , oil, si Ton vent, de e, et de k; mais il est manifeslc que 
ne doit pas y (igurcr; en effet, les quantites /, M, de meme 
qne k el //, ne dependent que de t, en d’aulres Icrmcs, ne cliang;cnl 
pas quand on multiplie , 0)3 par un meme nombre m ; mais alors 

e^ est multiplie par par consequent/, I', M sont dcs fonctions 

algebriques de k seui; en d’autres termes, il existe unc equation 
algebrique cnlre / et A’, et une equalion al^ebriquc entre M et A*. 
(]cs equations sonl diles respectivement equalion modulaire et 
equation au multiplicatcur. 


339. 11 suffit de sc reporler aux formules de passage des fonc- 
lions ^ aux fonctions sn, cn, dn pour obtenir les expressions de 
sn(^/, /), cn(i/, /), dn(//, /); on obtient tout d’abord pour les con- 
stantes 


/ - A« 


n 

[r) 


(r == n, /•2 


rz=zh’n 


IT 

(/’) 


dii-z/,.^0 


l'n—\ )j 


oil encore 

(LX XX VI,) 


IVI = 


\/(^\ — ^3 

\/E] — Ej 



//-l 

M = IT ^ 

r = 1 


Maintenant, la premiere des formules du n^^ 336, en y supposanl 
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a 3, donne 


- —J-— . sn ( i — E 3 , /) 
v/ei — F 3 

= -j==r^^ 5,1 ( ?/ v/^j — ■ e;, ) IT 
Jcs — v-x AA 


sn {u\jc\ — g n 


(/•) 


Oil, en rernplarant // par — ^ 

y/r,- r., 


(LXXXVili) sn(^, ' 




Sll( // -h 


13 c memc 


I LXXXVIl) 


(3) (In 


MU/,.,0 


rn ( }( -4- 

0 


[u \ J--T rn(// -4- ^ 

(/■) 

(/•) 


(1 II ( H H— ,0 ^ 

(lnc/,.,() 


310. Dans CCS clivcrses formulcs, r dolt prendre Ics valeurs /•,, 
.... /•„. I : on les iransforriie aiscmenl en supposant cju’il prenne 
Ics valours 


/•[ , /*.2. . . . , ,, 


• r,, r., . . *5 — 


Ics divers produits qul fi<i^iirenl dans les seconds inembres se pre- 
scnlenl alors coinmc dcs l(.)nclions ralionnclles de sii"?/, on pai- 


liculitu' pour sn /^, le r(.‘siillal aiiquel on parvienL ost nalu- 
rcllemcnt Ic nicnie que celui qiii rcsiille iinmcdjatcnienl de la 
premiere des formules du n'’ 337, pour a = 3, savoir : 


( LXXXVIl 0 sn (-;,/) 


n 2 


I — A- Ml- ^n“ u 


'VV 


On voil ici apparailre un plienomcne analjlique sur lequel nous 
avons appelo deja plusieurs fois rallenlion; y etanl uiie fonclion 
de a (pii vcrifie I’equalion dllFerentielle 
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il existe une fonction rationnelle js de jr qui v^rifie T^quation 
difftrentielle 

M et / 4taDt des fonctions algdbriques de A'. 

On a de mfime 


(LXXXVII) 


(5) 

(C) 


{—■>1 

^ = cn w JJ * 
(/•) 

dn*a,.,o , 

1 r — sn-M 

cn^a,. 0 


I — sn2 oj;, 0 sn2 u 

1 

\ M 1 1 - 

, „ Q^'^ar 0 
: - , „ ’ sn! u 


I — 11 tc ■ ■ — 

(r) 

— /i2 sn2a,.^o sn2 w 


(r = /'i, ra, . 

¥')■ 


341. C’ est des formules relatives aux fonctions 5? ou plut6t 
aux fonctions (3*, que nous avons d^diiit les formules de transfor- 
mation des fonctions sn, cn, dn; il va de soi qu’on aurait pu 
partir tout aussi bien des formules de transformation relatives 
aux fonctions B; nous ferons meme observer que ce mode de 
calcul, que nous laissons an lecteur le soin de d^velopper, pr^- 
sente, relativement au calcul des modules transform^s /, un 

avantage : il permet d’obtenir y/7, \//', avec leur signe; on a en 
efTet, par definition, 

./7 _ ^2(0 I tit ) ^1,(0 I nz) 

%(olnz)’ ^^~5;(olnz)^ 

et par consequent (LI4) 



(r = r,,rj, 
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OU 

S'- 

(LXXXVI,) /7 =(-!)''■’ 

ir) 


(LXXXVU) v//'=:(/F)"TT-j;^, (r = r„rj, 

JL J. an Ui-^ 0 
(r) 

En se reporlant a la valeur de M, on trouve enfin 


w — 1 



342. Les fonctions sn /j,dn^~, cj s’expri- 

ment aussi par des sommes de fonctions sn, cn, dn, dont le mo- 
dule est k. Nous parviendrons plus lard a ces expressions par une 
voie tr^s simple et presque sans calculs; mais il est int^ressant 
d’observer qu’on peut les ded!lire, d^s maintenant, des formules 
(LXXXVn 4 _o) en decomposant en fractions simples les fonc- 
tions rationnelles, regard^es comme des polynomes en sn2((/, k), 
qui repr^sentent les fonctions 

sna ^ CUM dnw 


Le denominateur common de ces fonctions rationnelles de 
sn^ {iiy k) n’a que des racines simples, -commfe on le reconnailra 
facilement en se reporlant au n® 310. On a done 

/ u ,\ sn 2 u 

sn ( -tt > ^ ^ « 

VM / _ 'pr sn 2 a;.^o A y 

sna iA 1 — A’2 sn2 i — /:* sn 2 ^^ sn-a;.^o ^ 

\r) </•) 

^r = r„r„...,r„__,y 


Le calcul des coefficients se fait d’apr^s les regies ordinaires ; 
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32^ 


on trouve ( < ) 


2 k 

(— i)''Br= — j— cna;.,odna,.,o; 


puis, en tenant compte de la derni^re forme sous laquelle on a 
rais M,. 


A== 


A-M* 


En faisant usage de la formule d’addition (LXXIII4) et aprfes 
quelques reductions immddiates, on a enfin 

(LXXXVII7) sn ^ 2 sn (m- 4- 2a,.,o), 

(r) 

343. On parvient au mdme rdsultat en observant que la rela- 
tion (LXXXVII 4 ), que Ton peut dcrire, en posant j: = sn ( w, A*) 

et.r = sn /), 

(r) ’ (r) 

a lieu identiquement en u et t. Or, si Ton change dans cette rela- 
tion w en w -h 2 ar,o) oh r ddsigne I’un des entiers 1 , 2 , n — r , 

la quantity ^ est remplacde par ^ -h : done I’expression 


r = sn(-^, l) 

ne change pas. La relation (i), envisagde comme ime Equation de 
degrd n en admet done les n racines 

X ■= sn ( M -4- 2 a,.,o )y ( r = o, 1 , 2, . . . , 71 — i ) ; 

ces n racines sont distinctes : on le ddduit aisdment de la forme 
gdnirale des solutions de I’dquation sn^r = sna (n® 310); on a, 
par suite, identiquement en x, 

a? jy (2?*— sn*a;.,o) — n sn*a,.,o jj^ (57* A:* sn*a;.,o — 0 

' (r) (r) (r) 

n — 1 

= jq [a: — sn ( M -)- 20, •,())]. 
r =0 


(*) Les calcttls sont d^velopp^s dans Enneper : Elliptische Functionen, p. 809. 
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En ^galant les coefficients de * dans les deux membres, on 
a done 


JJ 

(r) 


sn*a;.,o 


n— 1 

= 2 sn(M + aar,o), 

r = 0 


d’ou, en tenant compte de la valeur trouv^e an n® 341 pour M, 

n — 1 

7 = sn (m’ 

r = 0 

On a done aiissi 

(m’ 0 “ sn(«-f- 2 a,,„), 

(/•) 

(r = r„, 

De m^me, on a 

[(8) cn(^^, =^^cn(M+2a;.,o). 

(LXXXVIl) 1 

1(9) tin >IF M + 

I (r) 

(/—To, r,, 


344 . La substitution des demi-p^riodes aux demi- 

p^riodes W3 donne lieu a des formules toutes pareilles sur la 
deduction desquelles il semble inutile d’insister : nous d^signerons 
par Ep Ep E3, X, X', A, A' les quantiles qui remplacent alors 
^^27 ^37 A’7 A*', R, K'5 nous poserons aussi 




2a4 

de sorte que Ton a 


CALCUL DfFFfiRENTIBL. 


(LXXXVIII) 


(LXXXVIIJ) 



(6) A = ^3'| 

IT I r 

^7) 7^ = 7-;rV^®i"‘®3 = ;ri>- 


345. En ce qui concerne les fonctions citons les formules 



Observons aussi que la transformation qui consiste a diviser 
I’une des p^riodes par un nombre impair peut 6 tre combin^e 
avec la transformation lin^aire. 

Par exemple, si I’on remarque que la substitution des demi- 
p^riodes ( 0 ) 4 , Wa-f- a/xo^) aux demi-p 6 riodes (to^ , (Oj) rentre ma- 
iiifestement dans le cas du Tableau (XXq) et que dans ce cas la 
suite des indices a, p, y n’est pas alter^e, on voit de suite qu’on a, 
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346. Voici, d’autre part, les r^suUats auxquels on parvient en 
ce qui concerne \/X, y/X', JSfetles fonctions sn X^> cn {^y X^> 

( 3 ) vi=(/*)“ns-w’ 


{/•) 


(LXXXVIII) 


( 4 ) 




(5) M= fj 


cn ^Ojr 


/X 


TT- 

XJ. snac 


dnaorsnaor ( X J. sn ao.r 

(r) ^ (r) 

(r = ri,r 2 , 


(LXXXIX) 


(0 = 

(n 

(2) cn(^^, X)= cn«pj 

(/•) 

(3) dn(^^, X)= dnw'jq 


sn( w -f- rto,r) 
snao,/- 

c ri 0 ^ ^ 

dn(?/ -t- ao,r) 
dn(ao,r) 


( /* — ) ^2 ) ♦ • ‘ j ^n— 1 ) • 


( 4 ) sn 




sn* w 
sn* <Zo,/’ 


(LXXXIX) 


(5) cn(^,x)= cnu'Yl^- 

{r ) 

(6) dn(^^. X^= 


X:*sn*ao,r sn* u 

dn*ao,r sn* u 
cn*ao,r 

A•*sn*ao,rSn*^^ ’ 

A* cn2ao,r sn* u 
dn*ao,r 


(LXXXIX) ^ 


A*sn* ao,r sn* u 

= r„ rj, . .., r^y 

{m’ ~ ” 5 r 2 

(<•) 

^ 2 cn ( M + 2ao,r), 

(r) 

( 9 ) ( -i)~“~dn X^ = jW ^dn(M + aao,,.), 


(7) sn 

W — 1 

( 8 ) (-t) » cn 


(/• = 7 -o, ri,r,, ...,r«_,). 
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347. Les formules concernant la multiplication, par un nombre 
entier impair, de Targument des fonctions elliptiques sn, cn, dn, 
peuvent ^tre d^duites de di verses maniferes des formules pr6c6- 
dentes concernant la transformation de A: en / et celle de k en X. 
En tenant compte des formules (LXXIe^s) et (LIV), on obtient, 
par de simples divisions, les relations 


^ ^ S'- _ , tt 

(i) (— i) * sn(ww) = (— ^ sn(w -H- a,x,v)j 


(XC) 


(|A,V) 


(^) 


(3) 


cn(nw) 






^ I TT 

dn(rtM)a»(-i)M ^ ^ -- . — 1 J[ J_ dn ( It -t- a^,v ), 


(!A,v) 


ou les indices r, [x, v parcourent les valeurs 


r — 


^2, • 

• • ) ^'n—\ ') 

|1 = 0, 

'-1, 

rt, . . 

r„-i, 

V = 0, 


rj, .. 

• ) 1 • 


On pent mettre ces relations sous une forme ou ne figure pas le 

S'- 

facteiir ( — . II suffil pour cela de prendre, par exemple, pour 

Je syst^me de nombres o, r^, r 2 , . . rn-.\ le syst^rae de nombres 

o, ±: I, ±: 2, . . . , di Mais on parvient aussi a ce rdsultat 

en prenant, pour le syst^me de nombres o, r<, To, 
le syst^me de nombres o, 2,4 j •••> — i); on voit ais^ment 

que I’on a alors 


(— 1)2 sn(/iw)= (/A:)'**”' Jj[sn( w -f- 

(M) 


cn {nu) = 


A'. 


(H-.v) 


dn {nu) = 


(iO"' 

((i.v) 


), 
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oil les indices [jl, v parcourent les valeurs [jl == o, i, 2, 
rt — i;v = o, 1,2, — I. Les seconds membres de ces der- 

niferes formules ne changent pas quand on y remplace [jl par 
ou V par V + /i; ces ^galit^s restent done vraies quand les indices 
[X et V parcourent les valeurs pi To, ^2, . . ; v = rj,, r' , 
/"a? • • • 7 7 les n valeurs que prend pi ^tant incongrues (mod. n), 

de m 4 me que les n valeurs que prend v. 

Le lecteur ne manquera pas de remarquer que Ton aurait pu 

se d^barrasser de la m^me fagon du facteur ( — dans plusieurs 
des formules precedentes. 


348 . Pourobtenir les expressions desn(/2?/), cn(^«), dn(/iM)en 
fonctions rationnelles de sn^u, il suffit de prendre, dans les for- 
mules (XCi_3), pour les nombres o,ri,r2, les nombres o, 

±:/^, ..., ±r^ et d’appliquer les formules (LXXIV). 

2 

On obtient ainsi, pour la fonction sn, la relation 


/ xV sn(rtM) 
sn(w) 


(v/A)"' ‘ sn» a|ji,v PJ 


sn* u 

5n*a| x,v 


ou I’indice [x prend les valeurs o, rg, . . et oii, a la va- 

leur p. rrr (), Correspondent les valeurs v = . . . , r„_,, tandis 

qu’aux valeurs p. = r„_i correspondent les valeurs 



2 


Pour a ~ o, on en d^duit I’^galit^ 


(XG,) 
on a done 


/?— 1 

/i(— I) 2 


(/?)' 


n sn*aji,v5 

(pi.V) 


sn(/iw) — nsnu 



(JA,V) 


sn*w 

sn* 

i — /:* sn*a|j.,v sn*w* 


(XCO 
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On a de m6me, par un calcnl tout semblable (‘), 


(XC.) 

et 

(XC,) 

(XC,) 


dn*ffl|jL.v 

n cn^aji.v 

y-k^ sn*a^,v sli^ 

(tA.V) 


{s/k'Y' * = dii*aji,v 


(|A,V) 

A:gcn^a^.,vsng^ 
XT" ^ dn 2 a|x,v 

dn(na) = dn w sn* u 

(pi-.v) 


^|JL«z= O, 

(JL = Ti, 1 \) • • M — 1 > 


V — Tj, r 2 , --_1 


349. En rempla^ant, dans la formule (LXXXVIIi), par-> 
les quantiles k, K, I, L se changenl en 1, A, /t, K,; cetle formule 
deviendra done 

(r = /’o, Tj, . . ., r «-i)> 

, wK 

d’ou, en remplagant — par ?/, 


(r) 


. D’autre part, la formule (LXXXIX,) donne, en y remplagant u 

4s^\ 

~n n ) 


4rK 
par M 4- — 


' (J) 

(5 = 5o» Su . . 


(*) Ce sent 


les formules m^mes de Jacobi {CEuvres^ t, I, p. sai)- 
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On a done linalement ( ^ ) 

(XGio) n sn{nu) = V V sn(w -f- 

(r) (5) 

De mSme 

(ii) ( — i) * n cn{nu) = 22 cn (w -+- aar,^), 

(r) (s) 

(la) (—1) * n dn(/iM) = ^ ^ dn(M--H aar,5)» 

(r) {s) 

(r = To, ri, . . s = 

350. Si Ton pose 

on a 

dll 

et, par consequent, 

dfj 

— M/(r^a72)(i-- A:*a72j 

Cette Equation diffdrentielle est done vdrifide identiquement 
en quel que soit t, si Ton y remplace y par la fonction ration- 
nelle de que Ton obtient en faisant snii^x dans le second 
membre de la formule (LXXXIX 4 ) ei’k, M par les expressions 
(LXXXVIIl3,5). 

Observons aussi que si I’on change t en t + 2 m, ou m ddsigne 
un nombre enlier quelconque, q ne change pas, tandis que q de- 
vient q^\ = ?*(':), k^= ne changent pas, non plus 

que K ^ Sr' (o I t) ; i¥J = tK est remplac^e par 
(th- a7n)K = iK'-hawK, 



(*) Comparez Abel, OEuvres^ 1 . 1 , p. 3 i 8 . 
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de sorte que devient est remplac^e par 

y(T4- a) = y/fJ/A*; les quantiles A, M sont remplac^es par A;,*, 
Am> Mm'i OU 




* Or, /_ 't + 2 OT\ 


Ssl 


T -f* 2 m\ 



^ / 

2^3 1 

(0; 

z 2 m\ 
n ) 


M — . 

nK 


La substitution de T-f-am a t change d’ailleiirs les seconds 
membres des relations (LXXXVIIL^s), et Ton a 


(r) 

n ^^CLtm.r __ s/^m 

I. snajm,/* Xx 


i/m = 


(/•) 


intn (i/A)'* AA sna2m,r 
/ 

(r = ri, ^2, ..., 

La relation (LXXXIX4) est remplac^e par la suivante 


sn 


(r) 


sn2a2w 


• sn^a^m.r 


^r = r,, r2, 

puisque le changement de t en t H- 2 (qui change A en — k) n’al- 
t^re pas 

, « ■ (A) 

Mais, si I’on pose 

sn(M, A:) = a:, ®“ 


= /(I -/IS.) (I - Ifnyl) 


on a 
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6t, par consequent, 

== ^ 

Ainsi, si I’on se donne un entier positif impair quelconque n, 
requation differentielle 


dy 


dx 


^(1 — — M/(i~a?2)(i — k^x^) 

est verifiee identiqiiement en si Ton y remplace y par une 
quelconque des n fonctions de que I’on obtient en donnant 
a m les valeurs o, i, . . /i — i, dans le second membrede T^qua- 

tion Pr.o\ z nr Y OF 

CAHiltOit iiBfsritiliiSfetiiOLOGlf 

M 11 ! - f “ A* sn2 ajM.r 

I 

^■ = ru r^y 


et )/t, M par les expressions 




(r) 


dn 


M = 


/7 


Inin ( y/ A' ) 


H sn a2,;i,r 

' (r) 


(;— n, ^2, r^-i). 

Elle est d’ailleurs aussi verifide identiqiiement en x si Ton j 
remplace jv" par Texpression 


x'^ 


y 


n 


sn^a 


r,o 


— x^k^ sn^a 


r,o 


(r-ri, i-j, ..., r„_ty 
et \/l, M par les expressions 


(r) 


(/• = n, r2, . . . , /n-i)> 
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s/l 

]Vf = .j!— 

UkY 

\y / (,.) 


n 


(r = rr, rj, 



de sorte que, pour chaque enlier posilif impair donn6 n, nous 
connaissons n -4- i solutions rationnelles del’^quation diff^rentielle 
pr^c^denle. 

La quantity t ne figure pas explicitement dans cette Equation 
diflterentielle. On a annonc6, au n® 338, que Z et M sont des 
fonctions alg^briques de k\ la m^me assertion s’applique aux 
quantiles X, M et aux quantites \rn'i en sorte que Ton peut 
dire que Liquation difF^rentielle 


dy 


dx 

M /(i — x^){\ — k^x^) 


doit^tre aussi bien v^rifi^e identiquement en x et quelle que soil 
la quantity A*, k condition que I’on prenne pour / et M des fonc- 
tions alg^briques convenables de A*. D’ailleurs, les + i solutions 
rationnelles de cette Equation difF^rentielle, solutions dont on vient 
d’lndiquer la formation, dependent manifestement de I’entler po- 
sitif n. 

Le lecteur ne peut manqoer de pressentir Timportance du sujet 
que nous ne faisons qu’effleurer ici et sur lequel nous reviendrons 
plus tard. 
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FORMULES 


xo 

( 2 ) 

(3) 

(4) 

(5) 


SID 'ITU : 


•It col-iru 


I. 

"-n'K- :)'=!■ 

u Jmk I u — n n\ 

n 

TZ^ — ^ 

sin^Tcu (u — n)®’ 

n 

n i /i ^ e-««cot^a 

( \ n — a J ) sinua ’ 

* \ 

7:[cot‘7r (u -I- a) — coIttu J. 


M-+-a — n n — a 


II. 


(•) 

s 


( 2 ) 



(3) 

s 

2.1 

(4) 

s 


(5) 

1 CrC— M) = — tfM, p(— M)=pM, 

!?(—«)=—?“. p<«'(— M) = 



III. 


(')• 

(^(X M 1 XtOj, Xu)j) = X<j(M|tOi, 0 ) 3 ), 


(«) 

!;(Xm|Xwi, Xw3)= i ;;( It 1 tu,, 0 ) 3 ), 


(3) 

p(XM|Xw,,Xti>3)= ^p(a Iwl.toj), 


(4) 

p<»>(XttlX(i>,,Xti>,)= p'^U^lwotos). 
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IV. 

(<) 

1 I 1 _ * 

4 “‘Z ^*“ 6 “ 2 i 

s ^ 

(■^) 


(3) 

PM = -^+3m»2 21 

(4) 

p'«=-f?+ 6“21 

.V s 

( 

(5) < 

1 ^2 = 60 ^ ^3-1402;^ 

) s ^ 


^j(Xtoi, Xuj) = X-‘^2(to,, lOj), ^"3) — ^ “s)- 


V. 

(.) £<i^r-'"TP” = n i (- r^.) ^ 

( 2 ) CC « + a) - ^ a -t- «pa'‘= 2 j ^ ” a-~s (¥'-'77* 

s 

(3) p(it + a) — pa= 2|(jr+a^)2 ~ — 


VI. 


(0 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

( 6 ) 


S{u -h 20)1 ■) =— tfu, 

a'(w -h 2 W 2 ) =— e2iQa("+w,) cTw, 

(^{u -h 2(j)s) = — o' u , 

s-Cm -4- 2 ma), + 2 «ci> 3) = (- !)'«'»+'«+'> o'M, 

^(w-+-2wa>l -1-2/1 0)3 ) = 2 7/17)1-1- 2/17)3, 

j 5 Wi=Tj1, 5^2 = ■')2j CW3 = 7)3, 

I 7)1-1- 7)2-1- 7)3 = O, 

p ( M -h 2 /n Wi -H 2 /I CO 3 ) = p W, 

J p'(a -1- 2 /nwi- 4 - 2/10)3) = 

I p'a)i = o, p'(D2=o, p'a)3=o. 
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Dans toutes les formules qui suwent, a. p, y sont les trois nombres i, 
2 , 3 ranges dans un ordre quelconque. 


VII. 


(1) 

( 2 ) 

(3) 

(4) 
(^>) 

( 6 ) 

(7) 

(«) 

(!») 


pu — pa= — 


a'(« + fl!)o'(M — a) 


I d{u a)d{u — a)d{b + c) d {^b — r) 

< d{u -h b) d(u — b) d(c -h a) d (c — a) 
f -h d(u -i- c ) d(u — c )d(a -h b) d (a — b) = o, 


^(Mdza) = ^(M)rh5a-h 


2 pu—pa’ 


p(ud-a) = pu — 


1 d 

2 du 


pit — pa J ’ 


(pto, =ei, pa)2=:e2, pwa = es, 

I -I- ^2 -f- = O, 

P'-«= UP“ — ei)(pM — e2)(pM — ej), 

I ' p'*M = 4p’w — ^-apw — ^3, 

^2 — — 4(^1 ® 2 "t' f 2 ^ 3 “i“C 3 ei) — 2 (e|-f- e|-)- ej) 

= i2e|— 4(ea— ffiXfa— <^r)= 4(^1— epe^), 

^3 = 4eie2C3. 

P"m = ()p2a— 


p U — I2pMp tt. 


( ?(«± Wa)= ^«'±iia+ \ — 
I 2 pt 


P " _ ^ 
pa — Ca’ 


p(a±tOa) = ea+' 


(Ca— ep)(ea— ey) 


P " — t'a 


(!) 

(2) 

(4) 

( 4 ) 


VIII. 

“'(^"5 fr’ fr) = ^ 

? F’ f?) ^ y 

p(^«; ^) = xiP(“; -s'S’ i'a)' 

pt»l ; g , ^ p(„) ( « ; ^2, ^3 ). 
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IX. 


(0 

(■i) 


o' u = u — 
X^u= - - 

ii 




ff\u^ 

a‘'.3.r> 



2'‘.3.5.7 

2».32.5.7 

/iTs"’ 



22.3.5 

•22.0.7 

2‘.3.52.7 

3.K5 

2\7 

2^. 3. 52 


(') 


— 2 Wt . TZU 
^> 20 ), sin 

TZ 2(01 


n 


Ti 1 Tl T^lf \ 

( 2 ) = rot --I- -> lo 

* (Ui 2(0i ‘iWi Jmd i 


2 CO] 
sin^it 

. 

// — * 2 /^ 0 ;, ^ /Mi )3 

rot r 1- cotTT 

' 2 Wi Wl 


(0 


, , = _ III -H y 

to 1 4 ^ f — 2 /t 103 

* Sin-TT 

2 Wi 



P n — X 



712 

io.- 

hi 

n — 1 

1 

sin^Ti 




wi _ 



iM . , /Ml>l 
sin-T 


(<>) 


TQ1^'>3 — ^JS^l - — ” 


XI. 


(1) 

il 

f/ -h to^) e''l7«^((.)5j— ?/) ^ 

— — — — Jal 

0 a>3j ^ 

-«), 

(1) 


U'* = + “ 2 ) — 11* = — «): 


(3) 


s' ( 2 « ) = 2 I'M tf| M tfj “ S'a (t = — p' « s'' « . 


(4) 


dlu 


(5) 

^/pu- 

-e^ = ^, (G) /efi-ea = 

S'aWp 
S' (Op 

( 7 ) 


(JojU = 1 — ^ «^+ ^(S’ 2 — 6e*) w* + — 
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0* Wv 

(1) <3'(o)=o, a'aWa = o, ®'a(Dp=- 

o' (a + 2 U)o() = — e*W“+“a)o'M, , 

o'a{ w atOflt) = — tfaW, 

crp( W -f- 2 Woj) = + a'p M, 

( 2 ) I a'(tt4- 2 m( 0 a + 2wo)p4-2rtoy) 

1 ~ ^ j yir+rm+mn+m+n+r ^2(mY)«+»Y)p+rY)y) («+wiw«+rtWp+ra)^) (j'y ^ 

f ( 3 'a(w 4 - 2 mwa+ 2 ntt)p 4 - 2 rt!)Y) 

I ~ ^ I'jnr+rrn+mn+m gJiOTTja+rtyi^+rr)^) (w+mWa+wwp+rWy) 

I o' (w ± Wa) = ± o'WflttfaW, 

O^QWqj QTyWjj 

«■«( u ± “a) = + «*’>*“ — ®'“ ’ 

(3'p(w ± Wa)= e*^»“<5'pW(xa'YM, 

(4) ?(w 4- 2tDfl() = !;w + 27]a) ?a(w + 2t«)o() = llaW 4- 2T)a, Ca(w 4- 2top) = 4- 2r|p, 

(5) i:(w±tOa) = !:a«±^a, ?afw± Wa) = Cw± rja, Ca(w ± lOp) = CyM± ^p, 

* C^ttWv — 0^ Wv 

( 6 ) e 1 .“. = e’lp". = 


( 2 ) eni<^f- 


ctwy 

7 == » / Ca— eo /ea - e Y = - ea /eY - Ca , 


3) ^^3^2—1)80)8 = 7)1(03—713^1 =^2^1--- T, 1 ( 1)2 = , I 

4 ) V^e 8 ~e 2 = «V« 2 "-« 3 , /^s-ei =~ ly/^i — ^S) /« 2 — «i = iV«i“<? 2 , | 


la partie 

I (0;) 

rielle de — ^ 

I < 0 i{ 

es^ positive. 


XIV. 

( 3 ) (eY-ep)o'Jtt + (ea-ey)3'^tt + (ep-««)5'^u = o. 
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XV. 

(1) a'(M H- a) — 

( 2 ) a'a(M4-a)a'a(w — a) = a'jMOtaa — (ea— ep)(Ca““ 

(3) C'a(w4- a) s'aCw — a) = a'aMO'^a — («a— «p)G'2«a'yW, 

(4) a'a(wH-a)a'(M — a) = o'^a'aMO'^ao'ya — a'ac'aaa'p?^ o'yw, 

( 5 ) a'y(M + a) = o'y wo'^wo'ycro'^a -f- {e ^ — 


XVI. 

p — pz^ -+- /p^ “■ + /pw — < 5 y /pi^ — + /p^^ — \/p*^ 

(2) p-^=ea 4 -/ 6 a — 


XVII. 


(«) 


(‘^0 


(■^) 


--pWa 


n 


u 

T— (Oa 


ra+a),po), = -- 1 + 2 


7:2 


gj-wi 2 (A'-tOa)* I ^ 

y 

^ , «“8 ) 

„ = i cos*ir / 


U), / 


Y„+(OipW 2 =— 

„_i C 0 s 2 7 : — - 


2 toi 


T)i + U)ip 0)3 — 


YliK* 

(J'j 1 / == gSWi COS 


20)1 


2 

n~ 

”08 

n 


20)1 ^ , 2n — 1 0)3 

n=^i sm 27 r 

sin* 


2 0)i 

TTM 
2 0)1 


. . TTM ” 

sin* 

2 0)1 

„ ^W 3 ’ 

cos*:: 

0)1 -J 
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XVIII. 


X(i>a, ‘'Ja — 

3 '(m 1 w',, lo's) = X tf jo),, tOs^, 

? (« I lo'jjloi) = i ^ ^^1 t»l, U) 3 ^ , 
p(M|w;,wJ) = ^P^|jtO,, 0)3^, 

1 ) ) 


«’«(“! t»',, lo',) = tfa 


\Je’^— ^ V^«a— «p- 


XIX. 


= ^ 0 >l“+“ 6103 , 


r= ctOj -h c/a>3, 
ae/ — = ±: I , 


S^l -+- Sij -f- ^3 


o' (a I fti, = a'( w 1 toj, 0 ) 3 ), 
S( w I a,, ^ 3 ) = ^ (m I W|, a>3), 
P(m I fti, £i 3 ) = p(f^ I u>i, 0)3). 


XX. 


jHi = ?ai, H2=Sft2, H3:=Cft3, 

( Hi = arjj -+- ^Tjs, H3 = C 7 )i - 4 - G?r^3 , 

Hi-+- HjH- H3 = O, 

, Tzi 

Hi Q 3 — H 3 Q 1 = ±: — > 

j pCOl = e,, P0>2 = e2, pW3=:e3, 

( pQi = El = ex, pil2 = E2 = ejx, pQs = E3 = ev 

I cfi{u\ fti, Q3) = o'x (w| a>,, a>8), 
a' 2 (M I Qi, Q 3 ) = c'jj.Ca I oji, < 03 ), 

<^z{u 1 Di, Q3) = o'vC w 1 wi, 0)3). 



^RMULES. 


34 1 


XX (fin), 

( 6 ) 



a 

fe 

c 

d 

Ql 

£22 

£23 

X 


V 

1“ 

I 

0 

0 

I 

tOi 

0)2 

0)3 

I 

2 

3 

2® 

1 

o 

1 

1 

(0i 

0)s 

0)2 

I 

3 

2 

3° 

I 

I 

o 

1 

C02 

0)1 

0)3 

2 

I 

3 

4° 

1 

I 

1 

o 

(02 

0)3 

0)1 

2 

3 

I 

5° 

o 

I 

1 

o 

0)3 

0)2 

0)1 

3 

2 

1 

6° 

0 

1 

1 

1 

0)8 

0)1 

0)2 

3 

1 

2 


(7) 

ad — fee = 4- I, 

-ir t Tzi 

7)1103 — r^3Wi = — , Hifis— H3fti= — • 

2 2 







y/ E 2 E 3 

v/e,— Es 

y/jEi — E 2 


/7-4-r — 1 

fl— 1 

r/4 -*— 1 


(— 1 ) » \/es— gj 

(— 1 ) s i/ei—e. 

(— 1 ) » /ei — ej 


C—\ 

d~\ 

rt -1 

2 ° 

i(—i) » s/e^—ej 

(— 1 ) * /ei — 62 

(— 1 ) ! /ei — 63 


W-t-l 

rt4-l 

*4-1 

3° 

(— 1 ) s /fil — 63 

(—0 * */e ,— 63 

{■(— i)* /ei— 62 


04-1 

64-1 

a-4-1 

4 ° 

i(— i) * /«! — es 

t‘(— i) * /et— e, 

(— 1 ) « /ei — 63 


b-hd—l 

*4-1 

rt-4-* — 1 

5" 

i(— 1 ) * /ci— ej 

j(— i) * s/ex — e^ 

t'(— i) * /e ,— 63 


</4-l 

-- 

*-n 

6 *^ 

(— 1 ) « /«!— e, 

»(—•)* /cs— es 

»■(—')’ /ei — 63 


T. et M. — II. i6 




GlLGUt DIPF£RENTI£L. 


(r) 

,r^ " ^..TT V n 


(*) ^(«|^,a„)=e " ^«n 

(r) (r) 

( 4 ) p^Mj^,w,^=pa-(- 2 p(“+ 




^ en particulier : /’ = t , 


(r = ri,r 2 , 


2 , . . ., n — 1 ow r = ±: i, It 2 , . . . , 




H3 = U«*>a “><*>3) = 7 ) 3 -+. 2(03?,, 


Hi-hH 2 -f-H 3 = 0 , 


(6) E, 5^7(03^, E8=p^a>3 E, 4-E2 -f-Ea = O, 


( 7 ) < 5 'l “ 


w, \ 

TT^ 


2 2r4-l -n / 2 r 4 - r — /I 

(yilwH (o, 

:e (r) " ■rr_L^ ^ ^ 

XJL ^ /2r-hi — n \ 


— « — — 

< 8 ) c 5 ' 2 ^Mj~> wa j = e <'*) 


S 2r^-i-» / ^r-hi — n \ 

Tri,-HU*P, 0^2 ( ) 

J (r) " IT -A_^ 

11 ^ / 2 r 4 -r — n \ 

n “V 


-u2^iri,+«*P,_ tfslKH- ^a»i) 

< 9) r ’ “*) = *''■' II ■■ ’ 


^«n particulier ; r = o. 


(/• == ro, A, •••, '•»-i) 


1,2, ..., rt — I ou r 


= o, ± 1 , ± 2 , . . . , ± — y 



FORUCLES. 


a43 


XXII. 


(') 

( 2 ) 

(3) 

(4) 


(5) 


/ lu), J!!il , 

o'( M — ) 103 1 = e * i 3 'Mo'iM = e* a'*u[/pu — e,, 

C I f ~ €iU -+- ^ U Uf 

p(“l^>“ 3 )=PM + P(M-t- 0 >l)— e,=pM-(- 

\ I 2 / pu — e\ 


I Hi = !: 1 

f 0 )i 

( 0 , \ 

61 0 )i 



(03 j 



I 113=^1 

f 

W 3 

CO, \ 

-,(03j 

= 27)3-4-610)3, 

Hi -f- H 2 -f“ 113 = 0 , 


Ki==P^Y Y’ 63 , 


/Wj 

E 2 = P / ~ 0)3 


0 ) 3 ^ ==e,~ 2 v/ei — e 2 v/^i— ^ 3 , 

' / toi \ 

E 3 = P(W 3 0 ) 3 ! =— 2 ^ 1 , 


(Oi 


3 a)i 


p — -f-p — = Ei4-e,. 


(0 


XXIII. 


( \ 

u -i, 0)3j=re 2 ((J'fa — — e3ar2w) 
— /^i — — \/e\ — e^^\u 


= e 




0^2 ( W > <J^S 


/e ,— 62 — /ci — 63 
e~o'» M (p tt — ei — /e-i— fii /e,— ei ), 

) gtM* 

= e2 (o'J -j- 

( 2 ) ^ 

/«! — es + v'ei— ei 

g,M* 

= e 2 o'*m(pw — Ci-f- v/ci — < 52/61 — <? 8 ), 

W v <*,«• «!«* 

!~,o)8j=e* cr2W(3'3a = e* y/p y/p 



a44 


CUCDL DlFrtRBNTUa.. 


XXIV. 


(0 

(2) 

( 3 ) 

( 4 ) 


( 5 ) 


/ , a„\ , 

— l=c* ff'K3'jM = e* <i*uypu — Cl, 

K (u I 0),, y) = CjW + Cm -t- ?>m, 

P^M I (0|, = pK-+-p(M-(-a),) — 68 = pM-t- ■ ** 


> 

Hi = C 

^lOl 1 lOl, 

?) 

= 2 r)i+ 6311 ) 1 , 


ni = C 

/U)3 ! 


63(03 1 

1 


Tj 

= »)s+ 1 


Ei = p 1 

1 

f*“l |wil 

?) 

= — 263 , 


pM — es 


H', + H's H- Hi = o 


s'j = p^o>,-t- y) = eg— 2/61—63 v^ej— 68, 

= 63 -t- 2 /6j — 63 v/ej — 63 , 


I 


2 

3w3 


103 


E 3 + ^3- 



FORKUIES . 


a45 


XXV. 


(0 


/ , (U,\ *iii! , , 

cf'i / a I ti)i, — t = e • o'! « a*! M = e • (f*uypu — ei^pu- 


^1^1 ,-^)=^* ( O'? u -f- v^ei — ea v/e2 — ^3 O'* a) 

= y/gi— ejC^lu-^s/ez—efi^lu 
v/ei — ea — \/e2 — 63 


(^) 


e« 


= e 2 a'2a(pM — 63 -h s/ei — 63 \/e2 — 63), 


( V Cg 

“ 1 ^ 1 ,-^)=^^ (' 5 ' Im — \/ ei— 63 v / e 2 ~-^ e 3 c :' 8 w ) 

— >J ex-- e%ci\u sf e\ — u 

^ e\ — ^ -+- ^62 — €$ 
e^n* 

= e 2 cF'2a(pM — 63 — /ei— 63 /ej — 63). 


Cl, 


( 3 ) 



GALCUL BIFF£RGNTIEL. 


XXVI. 


-«S^T)t + M*P, . (f (u-h — tOi^ 


/ |w. \ 

I — j 0)3^ = e c 


cTfli f w -h 




^ V h^’ ^8 ) =e ('•) 


iri 2 r — 1 . / 2 ”-— I 

0^1 (WH 0)1 


iX / 2 r — 1 


— B 2 ?^^‘in, + n«P, o' 4 -— 

V -KS?^^Yi,+K«r, a' 3 fM 4 - 2 -^^ — -u)i^ 

<.,)=« <'•) " 

I « / AA ^ (o.r — 1 \ 

wh'So)s)=e ('•) crawlT-A-^ ^ 

\ n J XI ^ /2r — I \ 


(r = rt, r,, ..., r„_,) 


^en particulier : r = 1,1, ..., n ■ 


■ 1 ou r = m I 


=-^)' 



FORICLES. 


247 


. tOi 

s' — > W3 

' n 


XXVI (fin). 


(/•) 


(t“.) 


-a'2 

2/' 


a'a(M — 7 W3] = e«‘P‘a'aMjJ[- 


/ 2r / ar \ 
<5'a U “ ^1 ) 


kI^', Uii'j P^^Wl)] 


= e“* 1 1 


nf« 

(/') L 

=e'<'P.o'aKCi"»-‘u]Qj^j 
— g'q^ ^ I 

(r) L 


S'2 


(t"') 


y'uji 


pu — ea — 


(ea-ep)(ga-gT) ' 

ir \ 

-<»,)-e, J 


(ea-ep)(e«— ey)- 


/2r 

U'’ 


0^2 j —0)^ 


«s(t-) 


-1 


(' 


r = ri, r2, 


■ ■■ 

/ . /i--i\ 

I e/i particuUer ; r = i, 2, • • • » ~ ^ / * 



GALOtJL DiFF^EBKTlEi. 


m 


XXVII. 


(0 


»PI 


tr) 


(a) 


,u j[ 

,r, 

'•(“I"-.)- " ’•'‘ 11 ~ - l,r\ • 

ir) C'af— Wsl 

(r = ri, 7 * 2 , f'fi-i) 

(en parficulier : r= i, 2 , n— i ou r = ± j, ± 2 , . . ., ± - 7 - ^ . 


^ 3 ) 


Hj — TlTJiH- 2t0i Pg, 

Hg — 7)3 -h — Pg, 
n 


(D L 

*(“ ' j”) ~ JI 

(r)l_ 




O'* 


(t-) 






oTa M 1 1 or J M - ( ea - eg ) ( ea - ey ) — (- o'* w 


a'a 


— ^l> . . . , r n — l j 

^eTi particulier: r = 1, 2, . . . , . 


(z“.) 





PORMULES. 


249 


Dans les formules XXVIII et suivantes /a partie rielle de 
suppos^e positive. 


XXVIII. 


(0 


7)1 W 3 '>i3U)l = -<- — ) 


(») 


( 3 ) 


( 4 ) 


( 3 ) 


qo ■■ 


qs 


( u 

0)3 

\ \; — - - > 

7 20)1 

0)1 

11 

q == eTTi/, 

, m 

mizi 

\ = t" = 

= 

m 

mX'Ki 

11 

= e " , 

n =« 

n=^<so 

_Q(' 

?! =n^‘ 

n = l 

/i=i 

n = 00 

n = ao 

JJ(| -t- 95«->), 

9» = IT(i — 9’?" 

n = l 

rt=l 

qiq^qz 

= 


est 


( 6 ) 


\^qq\ = q\ — q\- 



Ci.LCCL UIFFfilUmTIEL; 


aSo 


(0 


(2) 


(3) 


d) 


(Su = — ? — esniWio* 

n 2t 


XXIX. 

n ”~" i-y»".g-» TTi-g 

I —grin JlI 1 — y*" 


20), « - JT TT 


n = l 
« = oe 


7t / J.JL (l — ^2/1)2 


n-\ 

n—» 


‘ 2 11 H-y»» 11 i + 5r»« 

/i = l n = 1 

= cos OTT e*'!.-.-'* ff , 


n=» n=» 

yin — 1 z— 2 - 






I ^ gin-1 JLi 1 + ^ 2 / 
n = l nzzl 


- eiW' TT i + 2g^»-< C0S2t>Tr + y*”-» 

11 (i+^f*"-')’ ’ 

n = 1 

n=l n=l 

= «*»).<-.■'• TT »-2y^ "-< COS2P7t + grt«-S _ 

11 (I — grSft-lJJ 


XXX. 


(>) 

( 2 ) 

(3) 

(4) 

«» 

(3) 3^ 


27)10)1 = — 2ei0)f 4-?:! 


Ti |V 1 

I 2 ’ 


27 ) 10)1 


= — 262 0)f 




n = l 
/!= ao 


(, + 5,J«-l)!’ 


27)i0)i =— 2ej0)} 


-.■2 


4£!"“ 


(I — 


27), 0)1 


/Z = QP *T 

i_y J . ? ! '^ .. , 

6 .^(i — S'**)* I 

>1=1 ■ j 




n = l n=l « = 1 /i=:l 



FORMCLBS. 


25 i 


XXXL 



U )1 


OJ 3 

O' 

9o 

91 ^ 

. 2tUi ^2 !!^a 

1 — - — “^-. e 3 

0 T 

29?9» 


0 

291 9‘ 

o* 55il> 

9. _ g— 

29S9‘ 

0^2 

0 ! Ikii! 
^e * 

5^2 

0 

J 

2 

^2 

a'3 

j 2iWi 

i|e 3 

^.ojo? !k!£> 

9l 

0 


;:r39J(?l->-9§)> ««= 7 ^ ?«,(?* e3 = -7:^j9U29l-?l), 


I 2 ( 0 f 


(2) 


( 3 ) 


I2t0} 


TT i 

Ve 2 -e 3 = - — 4 ySg’}g’=, 




2 Wi 




v/ei — ej= 


2 Wi 
TC 




i 




? 0 ?l, 


( 4 ) 


g = (ej- 63)2 (ei - e,)* (e,- ej)* = (ffl - aygl) = ^ 

J/5 = ye.-ea V^ei-e*= ^ ^ a?S 

g(Xu>„ Xu)j) = p ^(a)|, 0 ),). 




CiLGDl. OIFFtamiEL. 


XXXII. 


»=• / 1 \« 

(i) 3 i(t^) = V(— i)”2gf sm(2n -f-OiTP = 29* simtp — sin 3 irt> + . 

n sz 0 

n=« / 1\« 

2 (^+i ) 1 9 

^ cos( 2 n 4-i)7C^ = a^^cositp -h 25 ^* cosSirp H-, . 

n = 0 

n = 00 

(3) ^ 8 (^) = I “+“22 9 "* cosanirp = i-h 2 5 r cosaitp + 2 ^^cos 4 up -i-. . . , 

n=l 

A = « 

( 4 ) ^fc(p)= * ”+“2^ — l)'^2^'** COSa/lltP = I — 2q cos 271 P -h 2g^ COS47rP — . . . 

A = 1 

n = ao 

j_ 

(5) ^i(t')= 2^0^* sinpTT J| (i — 2 cos 2 PTC - 4 - q'*^), 

A=1 

n~to 

1 - „- 

(6) &j(p)= 2gro^^ COSPTC I I (1 + 2gr*'^ C0S2PTt 4- 

A = 1 

A = go 

( 7 ) ^ 3 ( 4 ^)= ^0 2 gr 2 «-l COS2P7r 4- 

Ar=l 

(8) ^*(^)= 5^0 JJ(l — COS2P7C 4- 

A = 1 

ItlV* I W-. .[ 1 

(9) e ^ &i(p) = 7 2(- i)»e" , 

A 

IT iV* . / I »^ \ • 

(.0-) e~S,(o)= 

n 

Tt/*'* _ V p\« 

(") a-&.(0= 

n 

15 i*'* ^ _./ p\« 

(n) t &»(«>)= 2(-i)"e 



a53 


(i i>is) 

(2 bis) 
{3 bis) 

( 4 bis) 

(5 bis) 

(6 bis) 

(7 bis) 

(8 bis) 


FOBMULSS. 


XXXII (fin). 

n 

n 

p>(«)= 2^"’^’"- 

n 

p»(^)= 2<- 


n = l « = 1 

„ — « n = ao 

p,(^)= 29„5r5 1:^ JJ (n-g*»a-*) + 

n=l n=l 


n = «c 

P8(«)=S'0 JJ(> 

n — \ 


n= 00 

-(- yS«-U-») (I +?**-* -S*), 

n=l 


P*(-2) = 9 'oJI 

n — \ 


)J][ (I 

« = ! 


pi(«) = pi(e‘”'0 = ^if‘’). 

pa-M(.s) = Pa+i = ^a+iC*”)- 



2^4 


GALGUL DlFPfiHENTlBL. 


XXXIII. 


(•) 

— o > o tf M = ( p ), 

U>1 ^ 

(2) 


(3) 

5-oyl 

(4) 


(5) 

o-u = ao), 

(6) 


(7) 

r„ I 

’ (0l 20)1 STi (p) ^ 

(8) 

^ riiU I &a4-i(t^) 

0)1 20>i ^aH_i{p)^ 

(9) 


(lo) 

y/ ~~ — ^3 (ftU — 

/ ri #a% ^ • - - ^ 

(ii) - 

W^ \/ei — ei c!',M = e«’i-“*‘’*Srj(p), 

(la) 

V^ei— ej cTsM = e3^i“«*'*2r4(p). 



FORMtLES. 


355 


XXXIV. 


Ziros {modulis i, t). 


s. 


% 



1 

r -h T 

T 

0 

— 


— 


2 

2 

2 


2r2(p -Hi) = — 2r2((^), 

Sr4(p-4-i)= 

^2 “H 

2r4^p-f--^= ^3(^)» 

2r2(p-Ht)— A&2(t^), 

-H t) = — A2r4((^), 

B2r,(p), 

&,(p+l) = eB3,(p), 

1 

I 2ri((^ -H m -f- /it) = (—!)'«+" 

2F2(^^ -I- /?! -4- fl'z) = (— l)"* g^““"*e-2"*'^02(^, 

2r8((^ -h /?l -H /it) = 

2r4(p -H m 4- /IT) = (— 

&,(p+i,.-^)= B2r3(4, 33(»+ ^) 

2rj(p+ = tB3r,(p), &4^p+i^) = 


(2) ^l(~p) =— Sl(p), 

.o\ j Sri(t’ -4- 1) = — 2ri((^), 

1 -h l) = ^3(^)) 

( 2) ~ 

/ I\ 

I ^3 “H “ j — 

I 4- t) = — A 2ri(p), 
(5) |3r3(p4-T)= A3r3(p), 

( A = 

f 2r,(p-4- j) - tB2r3(p), 
B&3(p), 
B = 


( 8 ) 


Ba,(4- 



CALCVL DlFFtlKBNTIBL. 


XXXV. 


( ^1 1 . 0 — (^)» 

) 2 r 2 (i) = o, 3^8 (i) = o, (i) = o, 

(si( 0 -o. 

/&',(x)= -gr-i&;(o), 

J 2 r',(T) = •itTtg'-’ &s(o), 

j Sf'sCt) = — ■ 2 tiE 5 r-i 2 rj(o), 

1 ’^'. (^)= 7rgr-f2r»(o), 

=— i7tg'“^2r3(o), 

i ‘ ^ ^^(o), 

2r;Q^= igr"* Sr',(o), 

/ ^j(m H- ax) =: ( (o), 

1 STj ( m -4- n t ) = ( — I ) a 71 7c Sr* (o) , 

i Sr'j (m -H /^ t) — — ariTC aigr— "® 2r8(o), 

\ -H /^x) =( — anir Sfc(o), 

1 ^1 ^ ) = — iTzg~'^?!iCo), 

=— ■" 9 '"^ 2 ^ 4 ( 0 ), 

2 r', 2 l'i (o), 

=— i-Ttgr”* &*(«). 


iTzg ^2r3(o), 
— i- 

iTcy * 3ry(o), 
igr" * Sr', (o), 



PORKULES. 


257 


XXXVI. 

I 3'i(o)=it2(— i)n( 2 n-t-i)^('"^i) = 9,7r(9» — 3grt-(-5y^— ...), 


I ^2 (o) 


(•) 


n 

^ 3 ( 0 )= 

n 

(o) = 


(2) 


S', ( 0 ) = nzqlq‘‘, 

2 ^ 3 ( 0 ) = qoqh 


= 9 9 * -H 2 y ‘ + ay *■ + . . . , 
= H- 2 y + 2 y‘ + ay3 + ..., 

— I — '2 <7 H- *2 — A H- . . . , 

^ 2 ( 0 ) =‘ 2 ^ 09^2 

^ 4 ( 0 ) = q^ql, 


(3) 


203 , “v/.j = ^ 3 r; (o), t/fi , = %{o), 

\/e, -«.. = ^J^ 2 r.,(o), 

h 

I \/e-i—ei\fei — e, /<?, — «2 = — ^3 (<>)' 

I /e 2 -e 3 = — -^ 3 -|(o), /ci — ^ 3 = ~2r!(o), /e, - e, = -IL &|(o), 

\ 2 UJi 2 (A»j 2 t 0 j 

( 5 ) S',(o) = 3 t 3 ri(o) 33 (o)& 4 (o), 

(6) 2>‘(o) = &|(o) + Sr‘(o), 

63 = 5 (,^)‘L-SKo)- 3 ' 3 (o)J, = pourfi>Y, 


4u)? 


,?, = - f - ) ‘ [2r|(0) + 2 r» (o) - &| (0 ) (o)] 

12 \ W 1 • 


ft . {^)‘ j |! [»!• (0) + Si' (0)1 - li [S‘,(o) * 3!(o,J3l(o)3i ( 0 ) 
= 4 f — ) ‘ [&|(o) + (O)] (o) + (o)] [SJ (o) - (o)]. 

CJ® \ 2 t 0 i / 

T. et M. - IL 


'7 



a56 


CA-LCVt. DIFFfiHSNTtEL. 


<«) 


(2) 


(3) 


(4) 


(3) 


( 6 ) 


XXXV. 


3 fU 0 = 

2r'.(0 = 

-•(0 = 

=’•(0- 

&',(T) = 

2r',(T) = 

^sC'') = 

2 rU^) = 

^‘G)' 

I STj ( m -+- 

I 2r'3(m -+- 

l^■('v 


-2r',(o), . 

O, a'j(0 = O. &'*(!) = 0> 


— <.®)> 


= — gr-‘ 2r'i(o), 

: Q.lTZq-^'^ S‘j(o), 

: ^ITZ q — ^ ^3(0), 

= a 1 (o), 

== TT^"* 2r4(o), 

= — iTzq ^ & 3 (o), 

= — tTrgr ^ Sri'(o), 

- /tT) = (— 2r; (o), 

- /ix) =( — i)"i-»-i Srj(o), 

- Ai-x) = — a/iTT 3r3(o), 

-n,x)=( — 2 mi '** 2rv(o), 


-^ = — t-7rg“*2r»(o), 
-J = tgr“T 2 ,'j(o), 

- ^ = — {Tt 5r~ * &*(o). 



FORMULES. 


267 


XXXVI. 


(0 


I 3',(o)=it2(— i)«(2n-(-i)5-('''^i) = •<Tt(5fi — 3^’ -4-55-”— ...), 

i 9 2_5 

= 2q'^ -\-2q^ -h. . . , 

= i-h 2q -h 2q'* -h 2q^ -h. . . , 


n 

%{ 0 )= ^gr"’ 
n 

^4(0)= I)"?" 


I — iq -i- •iq’^ ~ 2q^ -h , . . y 


(2) 


(3) 


2r',(o) = 21:93 yS &j(o) =2 9„9f 94, 
^3(o) = 9o9|, ^4 <o) = 9o9.ii 


204, y.j = ^ &; (o), l/e, %i0), 

I l/e—-^, = [/^ v/^r=T 3 = [/^ ^4(0), 


14) 


i v 4«2 — — — ^2 = — 8~s^?(o)’ 

I v/«2-f3 = -j^5l(o), /tT-<’3 = ^2f3(o), v/4'i’^=-^2r?(o), 


(5) 

( 6 ) 


2 0Jj ■ 2(Ji>l 

(°) ~ ’'^2(o)2f3(o)&4(o), 

S‘(o) = &‘(o) + &t(o), 


( ^»=-r:f;7)‘pl(‘>) + ^i(°)-^2(‘‘)^5(o)] 

12 \ W 1 / 

( 8 ) / 

i^J ! - p (0) j 

= Is (^ ) ‘ [&S(0) + Sr* (o)] tsj (o) + St (0)] [St (0) - S* (o)]. 

T. et M. - IL 


*7 



CALCUL DIFFflRKSTIKL. 


aS8 


XXXVII. 


(•) 

_ 2r,(o) . 

~ ^g(o) I -t- agr -H • • 


''*■“^3(0) i-t- ag a9»-t-... 

(3) 

= 1, 

(4) 

rr 

(5) 

v/F 

vei — «s 

(6) 

ia? ^r(i-(-7*)(i-H?‘)('-+-9')_-_--P 

— L - 4 - ^ )(i “H • * J 

(7) 

/p yi 

V* - ^ - L(i-l-y)(n-g»)U-^-9‘)--- j 

(8) 

/ ^ (I— 

1 J(t)— yt*)* k’^k‘’* 

i 37^1 I r^Ko) -i-&s(o')-i-af!(o)i» 

( -4(^|-a7j'l) 8 Si(o)2r|(o)aUo) 


* 



F0RHDLE8. 


209 


XXXVIII. 

n=« 

JJ(i+5!«-1) 2(_,)V^SV* 



JJ|^(l — V (_i)V^V(2V+l) 

{■!) if(x)-yk'-^^-0^ '' 

JJ (l + ^ ^V(2V+1) 

» — 1 .. 

(3) 


(4) 


(5) 

X('')= 

qi 

(6) 

®*(T)+tJ<»{x)=I, 

(7) 

<p(x)t|-(x) = xHt), 

(8) 

l‘(x) = ?32 5r„, 

/(x) = 9- **5-,= ^, /,{t) = j /8(t)_/2? 1* 


' ^i(o|^) =2:th3(x), 


1 3^j(oh) = h(T)/|(x)= v/ 2 h(x) 2 ^j, 

(lO) ‘ 

1 &s(o|x) = h(x)/2(x)= |/ 2 b(x) -0-, 

XH'') 

, 2fv(o|x) = h(x)/f(x) = |/^h(x)^||^|, 

(«■ 

gr, = y-lTh(x), 

(12) 

I _X®(x) 
qx=^jpq is^', 


Vi 

(i3) 

6/” I 

ifF)' 

('4) 

1 

II 

(i5) 

' ’ X*“(x) 


‘/acpCx) 



260 


CALCIIL BIFPgRENTlEL. 


XXXIX. 


( 1 ) 


2r,i toi = — 


■ 

6 ar',(o)’ 


(2) 


j 1 2 la+i(o) 


( 3 ) 


•ATiJa)* 







^a+i(o) 2 .'i 




,, . &';(o) _ ^ ^ Sr;(o) 

^Uo) 2 rs(o) 2rj(o) 3t(o)’ 

[ =-v.:i‘ 35 (o)&J(o) =- 32 (e,-ej)(e, -63)0,5. 

( 5 ) •.^»S 5 (o)^t(o)= 32 (e.-e 3 )(e 3 - 63)105, 

I — 3 = — '>,it‘ 3 t 5 (o) 35 (o)=— 32 ( 61 — 63 )( 63 — 63 ) 0 , 5 . 


XL. 


( 1 1'^)= 2 r 3 ( 4 ^h)-+- 2 r(,(p[ t), 

j 22 f 2 ( 2 V^! 4 'c)=^ 3 (^h)— 


(. 2 ) 6 =/^) = 


I — /A:' __ ^ei — €3 — y<?i — C2 
n- //c' v^ei — 63 - 4 - — <?2 


2^ -+- 9 . 7 ®- 4 - 97284-... 

I -h 27^ -+- 97*®-+-... ’ 


/, 4 <^ 8 ) _ y/ gl— g 3 g* 2 (^’ tl)i, a> 3 )---v/gi~- ggtf 3 (^ I ^ 

^2(21^ 1 0)1, 40)3) ^^—08 (^^(alo)!, 0)3)4- t/ei — e 2 ^ 3 ( w 1 oij, 0)3) 



PORMULBS. 


261 


XLI. 


itt 

H 1 Q 3 — HaQi = — > 

u c -4- dz 

alTi’ ~ a -+- 6 t’ 


(I) 


(*) 

( 3 ) 

(0 


( 5 ) 


( 6 ) 

(7) 

( 8 ) 

( 9 ) 


(10) 


— q 5 q* 3 'm &i(v It), 

^ Qo Q 1 ^2 ( ^ I T ), 
Qo q1 « = e*"' ^3( V I t), 

QoQltfvM = eSH.“.V’S4(v|T), 


Ves — Ej = I 200Q1 


‘v/e, - *^3 - 

*/i7Tri;= 


Q0Q2) 


Q0Q3 J 




= t6»«>“'''*2r,(vlT), 

v/5r=nr, ^x« = 2^3 (v 1 T), 

VS;^, tfitK = e‘».«.v*2r,(v I T), 

^eW2r4( V|T). 
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GALGtIL DtFPfiftBNTIBL. 


XLIL 

(0 

£ /a -+- 6 x &! (p 1 t) = 2 ri(v|T), 

(2) 

£' \/a-h bx 3 rx^.i ( p | t) = Srj(v | t), 

( 3 ) 

\Ja->r‘bx 1 1) = 3 r 3 (v | t), 

( 4 ) 

t'"^a -h bx 3rY+i(p ] i) = 2r^(v | t), 

( 5 ) 

ab-\-ac-^bd — ncb^ — fib 

^=UJ‘ 


( 6 ) 


b{n-\-d — Z) 


^ ~ ^ impair et posit i/^ 

/ h\ ^ (3 — — 8 
e = ^ - ) I 2 
\«/ 


si a est impair et posit if ^ 


(7) 


I ab 

£ " 1 “ <i + m' 

- =>’ 

*r ab-hcd , ,, 

£ . jr l-6c-+*a + c-+-m'' 

7=‘ * 

i" .^+c— l+m* 

T = ‘’ 


( 8 ) 



1«. 

2«. 

3^ 

4». 

5®. 

6«. 

m' 

— i 

— i 

— I 

— I 

b 

b 

m* 

— I 

b — |- d 

— I 

b^d 

— 1 

— I 

mT 

d 

— 1 

d 

— 1 

— I 

— I . 




FORHDLBS. 


a63 


XLIII. 


(0 


(2) 

&,((>|x + i) = v/i&j(i’|x), 

(3) 

^>(‘’1 ■' + !)= 

(4) 

2r4(p|x + i)=i SraCflt). 

(5) 

^.(;l 

X /" TTlV* 

(6) 



(7) 


1 \ /” 

1--)=^'.. 3,(^|,). 

(8) 


— ^)= e“2rj(p|x), 

• ''/ v/‘ 

(9) 

3ri(olT-M)= /t^',(o| x), 

(lO) 


1 1 T -f- 1) = y/t 3^2 (o 1 t), 

('!) 

&j(olx + i)= 2r4(o|x), 

(12) 

3'4(o|x + i)= &3(o|x), 

(i3) 

s;(o 

1 — = — \/i X y/x Sr; (o lx), 

(i4) 

%(o 

,-0- 

(i5) 

^,(o 

i-i)= 

(i6) 




364 


CALCUL DtFFtHBNTIBL. 




XLIV. 



^ n 



^ n 


&3(P| 

'*=7i2' 

n 


S*(P 1 

iTi-^ -tY,_U.)’ 

’>=7Z' • 

^ n 



XLV. 

(1) 


h('c + i)= y7h(T), 

(^) 



(3) 


«'■*'>= tir,' 


( 4 ) 


X(T + .)= 



P0RHULB8. 


265 


XLV (fin). 


?(- ='>(''). 

x(-- = x(''). 


0 ?(''). 


= ?(t), 


■an) = i}/(t H- an i) = 




■2n) =i«x(T:), 



GALGUL DlPr£RBNTlEL. 


2" 

3“ 

4“ 

5" 

6" 


>• X(T) 
2' x(T) 

3“ x(t) 

4 “ X(T) 

5 ° x(t) 
6° X(T) 


XLVL 


?(T) = 

'l'(T) = 

IW ?(’) 

U/ 'K'c) 

TT i(i) 

^(t) 

/ \ 

(2)rT^{.) 

?(t) 

iTiil) 

t^(T) 

1 

/ \ ab 


(b — c) (hcd—a) (b — c) {abc-’d ) 

i “ x('') = ‘ ” x('')> 


x(l) 


(fe — c) {bed— a) 

I 

(fc — c) [abc — tl) 

i « 

(g + d) (abd — c) 

$T 7 )’ 

(a+d) (gfed — fl ( a + d) (acd - 

i “ X(^) = » 

(fl-l-d) (ard — ft) . 

iT « 


12 


12 


x(^)» 


tp(t) 




FOHHULES, 


267 


XLVI (fin). 


( 3 ) 


1“ 

X(T) = 

ih) 

8^1, , ^ 

(^0 ■” 

pe * 

x('')> 


X(T) = - 

/2 \ 


xC*^) 

2° 

(a) 

pe ® 


\ 

X(T) = - 

-d) 

_»^^(a6 + cd) x(x) 

I 


/2\ 

-{ab-^cd) 

x('^) 

1 

X(T) = - 

- (;) 

pe * 


5^ 

X(T) = 

(f.) 

3 ‘IT/. . 

—— (ab — cd) 

pe ® 

x('')> 

6- 

X(T) = - 

-G) 

_i^(a6 + cd|y^(x) 



( p =z e 

(4) 

h(T) = [i\ 

(5) 

H 

11 

(6) 

h(T)=(^)i 


= /. 3 


'^_(a-H6T)*h(T), 


a -1 Ul r 



a68 


CALCCL DIPPeRENTIBL. 


XLVII. 


Q = grJ = e*T7t;, 




i = XI(' + 9‘''). 




: JJ(l_g,2(2V-l)), 


QO — ^O^I* Q3=^2^3 = 

20201 = 9-1(9^+91), 

X 

8Q*o2ot= 92(91 — 93 ), 


&.(2P|2X)=^1^1|^, 

3^(0 I ax) 

(iSr3(o|2T) 22r2(o|2T;) 

a.(„l .,)= 

22-5(0! ax) 223(0 I 2 t) 

Or / r. „ I ^ _ ^3 ( ( *' ) 


^^(ao I 2X) = 


2^(0) 2X) 


22' (O I 2x)24(o 1 2X) = 2',(o)22 
22s(0(2x)23(0[2X) = 2»(0), 
22|(o|2x) = 2|(o)-22(o), 
222(0 1 2X) = 2| (o) + 22 (o), 

22(ol 2X)= 29(o)2i(o 



FORHULBS. 


269 


XLVIIL 


Q'= e 2 , 


Oo = JJ(>- 9''). Qi=JJ(' 

V - 1 V = 1 

Q'2 = n(' + 9''~0. 0'3 = ]nf(' — 


Qo — ^0^3) Oi = "T ^ 
qii 

»9o9’^ = o’o*[Q'2‘-t-Q3‘], 

«9®95?i = Qo-fo'2* — q'sM. 


( t\ 2&2(t')^3((0 


_ 2rj(i>)_2r*(.) _ 5^(p)+;r|(p) 


&.(o - 


_ 32 ( 1 -) — 3 :|(p) 


-'I*''' : 






^1 {o-) = 232 ( 0 ) 33 ( 0 ), 


2r| (o -) = 32(o)+3|(o), 


SfHo -)=&|(o)-&|(o). 



370 


GALCDL DlPFiBBNTlBL. 


XLIX. 


(0 2h»(2T)= h(T)&s(o), 

(2) h*(l)=h(T)S,(0), 

(3) h«(l^)=J/Jh(.)&3(0). 


(4) 

(5) 

(<>) 

(7) 


( 8 ) 


4'(2T)tf(x)=v42x(T)3((2i:), 

<p4(,,)= ^(IL, 

y.(2 t)= - 2 ^ = 

H-'I'H't) tp*(T) 




|(t)= yfi 





rORKULES. 


XLIX (fin). 


XIZi 


_!^h( 2 T) 

q,= e « h(T), q^=e •» 


qt=e 


h(t) ’ 


h(x) 

I2Ei KO 




/ 1 + <p‘(.'C) = 


yC"^) 


/l — tp»(x)=/2 


■G) 


L. 


^ , . 22r,(p)2r2(i>)^3(‘’)2ft(<') 


S2(2P) 


&2(o)S?i(o) ’ 


%( 2 V) - 


2r|(p)3rl(p) + &?(F)2r!(p)^ 
&4(.o)Srj(o; ’ 




&i(p)- 2 r}(F) 




CALCUL DIPPfiRBNTlEL 


Ui tOi ^ 20^1 Ai 0>1 2t0i 

1 — I ~ ev 

— = a?i yo?* = ^s(o). -T- = * *^1 I 

CI 2 ^2 

— ^ 9o “ ^ 3 ( 0 )? “4~ = QI Oo = ^3(^ ! ^ '^ )? 

^3 -^3 

:r= 9 l 9 o =%(o), ~=q 1 q» = 2 rv(o|rtT). 

I Q = ^« = 

1 V = ao V — oe 

I «'' = IT(‘ Qi = JJ('-+-y’"''). 


Q2 = JJ(« -I- Q3 = JJ('-9'"'-''-‘’), 


\ v = 1 


Se(-) ^32 

(-•)''■’ < 70 </■ *"' ^v/«, 


V' w, / 2 r > 

2j e ( — - — rt - 1 /j — 1 






= r,, >- 2 , ''^y 


- 4 — H-' n -1 

S 24 ,,. 


n"-Q=<-> 


-.-M- /r\ S'' — • o® 

n^-(») =(->'■' ‘’•"‘i ' li’ 


n^-a) =’*-?!■ 





FORMULES. 


273 


%(ni>\nz) =(—i) <'•> 

(r) 

V ^ 

2 r,(„^ I nT) = (-!)" 


2 r 3 («p|rtx)= ^)’ 

(r) 

Sr4(m’lnt)= |s2rv(v) 


(r = /’i, r 2 , . . . , Tn-i). 


( 5 ) 3 Ji(/w I /it) = ^j(^) J[ J[ 1 — 




STjC/IP I /it) = JX ^ 2(^0 — / ,. V ^1 (^) 


1 //t) = ^ J| ^3(^0 


3rJ/ir 1 /ix) = I I 


i"4 


= Ai TT 35 n 

Q, a. 11 V «7 M 

^’i(‘>)U^? (1) 


(9) i 


iy,(o I "■> 


:Ja4-i(o I nz) 


SP-(;) Aia'lo'l ■ 


(r = r\, r^, . . ., r„_, 


T. et M. — II. 



974 


CALCUL SIFPeRENTIEL 


~ = — = — S'* 9*^1 

2 0)1 at loi 

1 ^ 
2rs(o) = — = 2 glq^q\ 

CU% 

3f»(o) = = 9i9o, 

&4(o) — ~ — 9'39 o> 




V «; Ai -u,. ’ 

a; = 0 'j*Qo- 

n) ^ a 7 "" 


q'= e " 


) ^ = * / 2VX . ^ / 2V\ 

V = 1 V = 1 

I v = «, 2V-1\ / 2 V - 

foi = Jj('-*-9 " ). 03 =fj(l — ? " 


n^' X 


n — i _ n — 1 rt — 1 / 

L *i‘ n 8 rt ^ 2 — 


— q~~i^ q~^ 

" 9 i 


n "‘(v 


<72 


A, ) “ ^ 


/ \ < » - 1) ( /I — 2) _y’ ^ 

]r[2r,(^j =(-1)"' 7'r»Q'/y' 


m-m 

w-m 


^^0.-9 


i/7~.1) f/r — 2) _y ^ 

7 *''' (n^. 


„_, n«-i V r« 

V 2 


^ ’t- 1 W-— 1 V /’* 

= (-•)''■' in"', 

V » 

(;• = r,, /•„ 



FORMULES. 


276 


LII (fin). 

. Si-ICiV- 


pl)=6a.,e 


(^= /’i.'-j, ...,r„_,), 




276 


CALCIIL DirFfiKENTlBL, 


(•) 

(a) 

(3) 

(4) 

(5) 

<6) q 

(7) 

( 8 ) 

(9) 

(.10) 


LIII. 


(r) 


v/Bh(nT)[h(T:)] * 

n^’(0 


cp(nT) 

«P(t) 

_ <'■* , , 
n"-(^) 

{r) 

4/(«x) 

(r) , 

4((x) 

■ HHn) 

{r) 

xOli) 

xC-') 

n — 1 

[h(T)]“ 

(r) 

( r i 

Hjzl - 2!=i! / T N 

) [l.(T)f “’ = fj2r 

(r) 

»(5) 

ri"-(x) 

( r ) 

?(■') 

(/*) 

♦a) 

n"‘(T) 




+(^> 


n"*(x) 

(/•) 


ill) ,,,-^v 

x<^) ■' na.(';) 

{r) 

^r = i, a, ..., )• 



FORHULES. 


277 


LIV. 


(fJt, V) 

= (-!)''■> n n)’ 

({J., V) 

X&3(rtP)= n n)’ 


X = 

n* — 1 

1 

g 

--S' 

" (n 

p.* — 2P71/S 
e 

/r = 


ra, . 

. . , r ;i__l N, 

/ H=o, 

ri, 

r-ij 

. . , ^ «— 1 

\ V = 0 , 

f'u 

^2, • 

• • ) ^ «— 1 y 



378 


CALCDL DIFFfiBENTIEL. 


LV. 

^ 7 r /(i)a 

= 2 A„grA e»'''n‘’=2 Anc"**"- " , 

n n 

^n-hh = A.;i, 

<I>(m -h 20 ii) = ^(w), 

— {/< 4 - Ws) 

H- 2(1)3) = e 

( <I>(m) = Ao^o(^^)“t"A.i^i(w)-H...-+- A//— 1 ( ^)> 

(wA -4- r)^ ^ 

0;,(m) = ^ ^ ^ e^iTt{nh-hr) == H- TT | Ax), 

n 

(r = o, I, 2, ..., A— i), 

(4) ^>o(M) = 2r3(2P|2x), *,(«) = 2rs(2t>l2T). 


*(«) 

(0 

(a) ( 


LVI. 

( 3|(^) = -A'&f(p) + ^&*(P), 

)2r|(p)= /:2ff(p)4-/:'3ri(p), 

[ “i'a+l — ®)— ^a+i (*’) (®)^aH-i('')> 

j 2rJ(o)3't(P4-c)3fs(p — c) = &J(c)&f(p) +3|(c)&|(p), 

&|( 0 )S 3 (P+c) 2 r 3 (p_c) = 3?(c)2rf(p) +&i(c)&i(p), 

( 2r«(o)&*(P + c)2r,(p-c) = &|(c)2rf(p) +&|(c)&|(p), 

3fj(o)2fv(o)&i(p + c)3'j(p — c) 

= -(-3r,(c)&3(c)&,(p)2rj(p) + 3r,(c)&j(c)2r,(p)2r3(p), 

&a(o)3^4(o)&3(»’ + c)2r4(p — c) 

= — 9r,(c)&j(c)3r,(p)&5(f) + &s(c)2r4(c)2r3(p)3r4(p), 

&,(o)&4(o)a,(p + c)Sr3(i--‘<!) 

= -I- 3ri(c)3r4(c)Si(p)&8(p)-i-&i(c)&3(c)afj(<') &»(•'), 
i 2r,(o)&4(o)&,(p + c)2r4(P-c) 

I =-3r,(c)a3(c)a,(o)^3(‘’)-t-&*(c)a4(c)a,(P)&*(p), 

I &,(o)2rs(o)3ri(v + c)2r4(p — c) 

= 4-2r,(c)3r,(c)2r,(p)2r4(p) + 2r,(c)3r4(c)a,(p)3r,(p), 

^i(®) ®) ^3 (•* — c) 

= -2r,(c)&*(c)&,(«>)&*(p) + a,(c)&,(c)&,(p)2r,(p). 




FORHULES. 


»79 


LVII. 


Tp = Sp(a + 6)3'p(a-6)2rp(c + «f)&p(c-rf), 


(0 ] 

T'p = &p(a -t- c) 3fp(ffl — c) 2rp(rf + b) 2rp(rf - b), 

1 

[ Tp = 2rp(a + rf)2rp(a — rf)2rp(6 4 - c) &p(& — c), 

( 2 ) 

T, 4- r, 4 - T'i = 0 , 


) Tj— T', — T5 = o, 

(3) 

T, + T' -T»3 = o, 


( Tt-r, — T'i = o, 


L Ts4-T, = T;4-T',= T''4-T5, 

(4) 

1 T 3 4 - Ti = T'j 4 - TV = T'' 4 - TV. 


LYIII. 


(>) 


( 2 ) 

(3) 


^3(x| aT)2r,(/ 1 ^t) 

r = a-+-p — 1 

= 2) P)"'] 

r=0 

X 2r,[a7 - Par + /-apt | ap (a -H P)t] 

r=a-t-^— 1 

_ ^ y«''*e*''''’'*&3[a7+7-l- raT|(a+ P) t] 


' X 3f3[par — 1 x 7 H- I “P (® + P)'']i 
&>(ar)& 3 ( 7 ) = ^ 3 ( 2^ +7 I 2^)2f3(2' -7 I 2t) 

-+- 2f j ( a: -1- 7 1 2 T ) &s (a? - 7 1 2 1 ), 

2 r,(ar) 2 r,( 7 ) = 2 rj(ar + 7 1 21 :) 2r3(® -7 1 ax) 

+ &3(2r+7lax)&,(ar-7l2t). 


* 



CALCOL DirFfiRENTIEL. 


LIX. 


SaoM = = y/pu — Ca 


soa^' — w — — / — ? 

/pw — Coi 

crgM \/p« — 63 
- a-^M ” /p„_e/ 

^ ^ ^ $po? 0 Y= S^aJay, 


pit = CaH- $ao= ^30 = «y-l- ?yo> 

3 P« = 5 do - 4 - $ 30 + 5 * 0 - 

6 y ^Ot — eft 

,. _ '-Sj r _ '- ii , 

« 3 — e,' Ca— <-/ 


63 — ey 


$ao‘u 3 = /« 3 — ea, 
t _/ea— e 3 _ ^^ 3 — ' 


$ 3 Y<-Ja = 


v/ 6 y— 6 a 


A' = 5 siU> 3 , ^’=Sj 3 ‘<'l! 

Jao(M -4- 2“a) = $aoM, $3y(M -4- a^a) = $3y«, 

Sao(wH-2W3) =— $aoM, $3 y(« + 2103) =— $3y«, 

Soto (m - 4- 40a) = — /ea— e3V^ea— «Y5oaK 

= — ^ 63 — ea/cy — ea Soa", 

5 «o(m- 4 -‘ 03 ) = \/ 63 — 6 a SyP 

t / \ /«a— e 3 t \/e 8 — «a. 

53 y(M- 4 -(Oa)= y. SyP«= 7 =^=«tP“ 


5pT^“ + "P) = — /ep— ea Soa«- 


V^ey — ea 



FOHHULES. 


a8i 


LXI. 

(l) ?«o(“)= -Spo(«)Sro(M), 

(^) Soa(^ )— $pa(“) 5ya(“)i 

(3) ^py(u)= — (ep — Cj.) JoY(«)$ay(«)- 

LXII. 

(1) $!io( — [®a — ?ao(^*)] [*a ^ y"!" $ao^^)]' 

( 2 ) '0 = [' + (ea— ep)$?a(M)] [> + («a- ey)S55((“)]> 

(3) (m) = [1 — (M)][«p— ®a+(®a — «y) $Py(“)]- 

LXIII. 

(0 ^io(u) = pu — ea= — Cu - ea, 

^ ^ pi^ —ea 

(3) (e^ — ejx) (ey ^a) Soa(^) “ 

(4) (ep-~ea)%(w) = -C[jW-^a, 

(5) = = 

(6) (Cy — «p)Sap(**)?oy(“)= ?pw !Jy«, 

(7) 2r',(p)aa4-i(‘’)-3'i(«')3;(+,(<') = Tt&J+,(o)2r^,(«>)2ry+‘(^)- 

(8) 3y+i(p)&p-M(F)-3fy+i(F)3fp+,(F) = 'it2r*^,(o)&,(i>)&a+i(‘’). 



GALCUL D1FF£RENT1EL. 


LXIV. 


t / ^ _ foyW -4- {oy® $avW 

5oy(i. -4- a) ^ ^ ep) ?*ye^So*y« ^ 

?oy ?ay^ ?py^ — foy^^t Jay “ fpy ^ 

St'<“ + “) = iLu-&, ' 


?Py(M + «) = 


JpyM IpyCt — (ep — fiy) Joy M It {oy®{«y® 

•— (ey— ea)(«y— ep)Jo*y“loy« 


LXV. 


5(,y(m 4- a){oy(« — a) = 


Joy ** ?oy ® 


I — ( e Y — e a ) ( e Y — e p ) I ^Y “ Jo\ « 


JPy(«+ «) Jpy(« — «) = 


. vJ®T**ts 
H-(ea-eY)tT-;;? 8 yM 
Cay" 


^t$oy(«-(-a) + Joyf« — «)] = ^Joy « ?ay« Jpy«) 

I ^[Joy(M + «) — Joy(« — «)] = 2?oya$ay«JpyM, 

3 l[{py(M -i-a)H-$py(M— a)] = 25 pY«Jpy«. 

5l[?Py(«+a) — ?Py(«- «)] = — 2 (ep — eY)Joy«JayM5oy« Jay« 
.a =i-(Cy— ea)(eY— ep)?oV“Joy«- 

LXVI. 


Joa(M|^Wi,^«>s)= ^ Joa^jwi.waj, 
Jao (m 1 ^Wi) y {go ^ j Wj, toj^ , 



FOKMCLES. 


a83 


LXVII. 


(I) 

(■^) 

(3) 

(4) 
(3) 
( 6 ) 
(7) 


sn(M, k) = /ei— C3 5 o3 ( , --^~= 
\Vei—ez 


Wj, 0)8 


.V 


/ 


cn(M,A:) = 
dn(M,A:)= ?4j 


s/ei—ez 

u 


( 1 ^ 1 , ( 1)3 


V 


/ 


v/^i— 63 


tOl, 0)3 


1 


/ 


sn (m 63, A:) = ‘ > 

v/pw — 63 

/ y — 

CnV W V ^3) ^ j = > 

v/pa — es 


dn(wv/ei — e3,/c) = > 

/pW — 6^3 


pw = ^3 + 


^1 — ^3 


^sn2(a — ( 


(0 

( 2 ) 

(3) 


LXVIIL 

sn'w = cnMdnw, 
cti'u = — snwdnw, 
dn'a = — A:*sna cn(^. 


LXIX. 


(0 


sn5u-4- cn2w = i, 
dn*M -h A:* sn®u = i. 
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CALCUL DIFF£RKNT1EL. 


LXX. 


(i) sn'*w = (i — Bn 2 M)(i — ^*sn*w), 

(3) cii'*a=(i — cn 2 M)(i — k^-\-k^cn^u 

(3) dn'2w=:(i — dn*M)(dn2^^ — t-4-X:*). 


LXXI. 


(«) 

(*) 

(3) 

(4) 

( 5 ) 

( 6 ) 

(7) 


to, /ei — Cs = K, 

‘"s/e, — C 3 = iK', 


K= 


q ^ 
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CAhCUL BIFF4&RBNT1KL. 


LXXII. 


i sn( — M, A ) = — sn ( u, A‘), 
cn( — w, A) = cn(M. A ), 

dn( — M, A) = dn(M, A), 

i sn ( w H- 2 K ) = — sn 
cn (a -4- aK) = — cn «, 

( dn(M-4-2K)= dn Uy 

I sn (m H- a i'K') — sn m, 
cn ( w -H 2 .iK' ) ~ — cn u, 
dn(w-4~atK') = — dnw, 

! sn(W“+--aK-f- 2 i:K')= — sm/, 
cn (w -h- a K *4- a i K') = cmi, 
dn ( w a K H- a K' ) = — d n , 


sn ( M 


cn ( M H- K) = 


(] n u ’ 


dn( « 


sn ( w H- iK') = 


k sn u 


. I dnw 

cn (u -h iK ) — — y » 

A sn w 

, . .cuu 

dn (w-f-et^) = — c » 


i dn r/ 


sn (m -4- K -+- t'K') = -f , 

^ A cnw 


cn ( a H- K -4- r K' ) = — i 


k cn u 


dn(M -H K -t- ^K')= ik' 

cnw 



FORMULES. 


387 


LXXIII. 


(I) 

, ^ sn M cna dna H- sna cn M dn w 

sn(M-i-a)= T-r — ; 2 # 

(■^) 

cnucna — snwdnwsnadna 
cn(« + a)_ ,_A..sn^«sn.a 

(3) 

, , ^ dnudna — A:® cn w sn a cn« 

dn(u4-a)= ,_^sn»«sn»« 

(4) 

9, sn u cn a dn a 

sn(a + «)+ sn(«-a)_ , _ 

(5) 

, ^ 2 sn«cnwdnw 

sn -h a) — sn( f/ — «) — „ > 

^ ^ ^ ^ 1 — /t^sn^wsn^rt 

(6) 

^ ^ ^ 9 cn w cn a 

cn(« + «)+cn(«-«)^ .-/(-.sn-^usn^a' 

(7) 

— 9 sn dn sn a d n 

cn(« + a) cn(« «)= , _ sn'^a ’ 

(8) 

1 . N 1 / X 9dn?Adna 

d„(„ + a)+dn(« a)== , _ 

(9) 

, ^ , — * 2 /i* sn w cn w sna cna 


LXXIV. 

(>) 

sn2 u — sn*a 

sn(,4 + a;sn(«-a)= 

(»-) 

cn-(7 — rln^asn* u 

(3) 

dn^a — A:2 cn^a sn^ u 

dn(K + a)dn(a-«)- , _ „ • 
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CALCOL OIFFfRKHTiEL. 


LXXV. 


2f,(2F|aT) 

El = -i V ^3 5o3( \ '^)j 

I El = v^/: sn(4Ki^, A), 

j .■,(»,*)= El ;), 

i "^'(i’O — 

I “(r ;)-•'*' '''(t^-0-;^’ 

El(p -I- m -+- /IT, t) = El((^, t), 


(6) El 


EI(p, T), El 
, I 

p = A-i- -T> 


{"^r ') 




j? = El 


( 8 ) 




El I — H w , 


' y /i — p.r^-+-r^ ->-r v/ ■ — 

I J72 


LXXVI. 


(0 

H(x) 

(2) 

6(37) =2r»(^), 

(3) 

H,(37) = 2r2^— 

(■4) 

0,(37) = 2^3 

(5) 

1 H(^) 

X — — _ „ . y 

(6) 

V^FH,(37) 
Cn37 = -—. — -> 

y/k 


dna? = 


/A 


, Bi(^) 

0(37) ■ 


(7) 



FORHOLBS. 


389 


LXXVII. 

j H ( 57 - 4-2 mK) = (— i)"»H(a?), e( 57 ,- 4 - 2 WiK) = 0 ( 57 ), 

( Hi (57 -4- 2mK) = (— i)"* Hi( 57 ), 01 (57 -h 2/nK) = 01(57), 

/ H (57 -4- 2miK') = (— i)'« A H( 57 ), 0 (57-+- • 2 / 7 ?.tK') = (— i)'»A 0(57), 


( 2 ) 

) Ht (57 H- 2 7 ?llK') == A Hi ( 57 ), 

0 l( 57 - 4 - 2 m 7 K',) = A 01 ( 57 ), 

1 

K’ /> 

/W* TT rr — m 7 t -rr 

e ^ , 


( 3 ) 

j H(;r- 4 - K) = H;( 5 r), 

0 (57 - 4 - K ) =01 ( 57 ), 

1 Ht(x-i-K) =-H(x), 

01 (57 - 4 - K) = 0 (37 j, 


/ H (^-m'K') = iBe(x), 

0 ( 5 * -T- iK' ) = t B II ( 57 ), 

( 4 ) 

1 Hi (57 - 4 - i K') = B 0 |( 57 ), 

01 ( 57 -T- iK') = BHi( 57 ), 


“TC K' It r r 


B = e‘ I' 2 K. 


(I) 


(i) 


(3) 

(4) 


LXXVIII. 



s/ey — e. 


H'(.r > 








y/e, — 63 

T 

v/e7— c-s 

X 

— ^3 


K 

T,i 5 - 

K " 


v/ei — 63 

■sjei—e^ 


h;(57) 
Hi(57) ' 

01 ) 
0l(5’)’ 


K 


- 4 - v/^i — 6 


8'(x) 


LXXIX. 


(1) 

(2) 
(‘5) 

(4) 

(5) 


Z(57) 


0'(a7) 


0 ( 57 ) 

Z(57-4-2K) = Z(57), 

i IT 

Z(a7+2iK') = Z(a7)- 

Z(-x') = -Z(a?), 

Z(o) = o, Z(K)=o, Z(iK') = 00 (p61e simple; r^sidu = 1 ). 
T. et M. — II. 


«9 



CUCUL DlPFfiBBNTlBL. 


ago 


Transformation liniaire. 


^i) 

(2) 

(3) 

(4) 


(5) 


LXXX. 


/ _ _ = tp*(T). 

v/ej — Es 2^8 It) 




v/ei— Eg 

L=: ^S2(o|T)=ftl/Ei--E3 = 

tL'= tL = ii3 v/ei— E 3 = 


aK -4- hi¥J 


M 

cK^diK' 

M 



1 , 


1 _ v/f,-e. _ 

M v/«,— «. 

I" 

cct 

(-I)S k 

ab 

rt — 1 

(-0 ^ 


cd , 
(-)‘p 

ab 

{~l)-^k’ 


-<■1 , 
(- 1 ) 

ab 1, 

(-0 ^ j 

fl-1 

4 : 

4" 

I 

ab t 

(-.)■!, 

b^\ 

i{-x) * A:' 

5 ® 

cd 

i-if^k' 

ab 

i-iyk 

6+1 

i(-i) > 

6® 

cd u 

rtb 

(-0 '^k 

C-1 

‘■(-I) * k 




FOBHULES. 


291 


LXXX (fin). 



(7) 


I El [(8 - Pt)p, t] = El [v, t] j-6T+JT+B-i, 

I = ?/>««>• 


* 
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CALCUL MFFfiBBNTIEL. 


Transformation de Landen. 

LXXXI. 


(') 

n_s/t-k’_ k _l 

-A' 

"A ' 

(.») 

/7t r ^ 

v//'-v^2 1 

\Ji-\-k 


(3) 

L = ^V^i7-'^= = 

’ K = 

2 

(4> 

l'=tL = 4l = (>-^')K'=|'’ 

(3) 

w vex — ez ^I(oIt) 

\/e 7— Es 

I 

“ n-A'’ 


LXXXII. 


(0 


u u 


sn fi cn 


sn( w, /) = (i -4- • 


, I -f- A' 


dn- 


k' 


(•i) 


cn( w, Z) = 




dn - 


A' 


( 3 ) 


dn(a, /) = 


I — (i — A')sn* ■ 


dn • 


■A' 


us IS 



FORMULES 


Transformation de Gauss, 

LXXXIII. 


\/l - 

V I -4- A: 

./V )/T^k k' _^ — k 


V^n- /<: 


■A:"" k' 


A = = (o|^j =(i + ^)K = 

\':=~.K=~A.= K' = 

'll 2K 2 iM 

M = A - ' 

v/sr-^ 


LXXXIV. 


Sll(?^, X) = (l ->r k) — 


1 k sn^ - 


cn( w, X) — 


u , u 

cn r an- 7 ’ 

I A: I -f- A- 


dn( w, X) : 


1 -i- k sn* - 


Multiplication. 

LXXXV. 


2 snw cna dn M 

sn 2 a = rr r- > 

I — A* sn*z4 

cn^M — sn*i4 dn*a 

cn2i4 = Y2 — . i 

I — A* sn* w 

, dn*M — A*sii*wcn*a 


dn 214 = 


■ A* sn^ 14 



GALCUL DlFFfiABNTIEL. 

Transformation d*ordre impair. 

LXXXVI. 


^'* 1 ® "TT 


n« 


„ s/ei — e2 (® I ) fc'M. i I t2 / ..i, 



- Es 

^El — 

-Ea 


&2(o I n-z) 
38(0 1 nx) 




„ a.(ol>.t) ^ ,„y TT '_ , 

^ 33(0 I nx) ■' ildnar,« 

(^) 

(r = rj, r-i, . . . , r„_,). 


/ar — I \ 

^ /ei — ^3 ^ n 

/i7=E3 -44 

XX sn®< 


cn»ar,o _ TT 1 

sn*a,.,odn2ar,o (/^)" 4r) 


L = - S|(o I nx) = ^/ei— E j = 


L' = — .- L = 4 0)8 v^Ei — Es = 

I I 


(7) 



FORMULES. 
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LXXXVII. 


(>) 


(-i) 


(:i) 


ar,, = — K, 
’ n 


(r) 

, l\ = cn u JJ 


sn( u ar,o^ 
sna,.,o ’ 


dn ( ^ , / ) = dn u 


c n ( ^ -I- ar,o) 

CIl 


n 

(r) 


dn( -h <2,.,o 
dna,>,o 


(r = /-i, /-j, . . ., r„-i). 


( 4 ) 


sn 


( u 
vM' 


M 


n * sn2ar,o 

i — sn2 u ^ 

(r) 


(5) 


1 ^ sn^u 

A TT cn'-^ay-.o 

, n - C"“XJ[ ,_/. 2 s„a„,.„s„ 2 „- 

ir) 

(«) 

‘’"(m 

{>■) 



r,, Ti, ..., r„_iy 

(7) 

sn ^ 

(r) 

(8) 

cn ^ 

M’ 0 ~ ^ ^ct>(K + aar.o). 

('’) 

(9) 

dn ^ 

A = M ^dn(M4-2a,.,o), 

' (r) 


(r = ro, ri, ..., 
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CALCUL DIPFfiKBNTIEL. 


LXXXVIIL 


(>) 




i'i) 


( 4 ) 

(5) 


‘2r 

^O.r — ^ 


X' = 


^ E 2 — ■ E 

-/Sp_Ti”s. (..ji 

I — ^ " I « 

I '■■-'• -.,(01-') 


S'! « 


(r) 




v/x- = 


(“IJl) 




{r} 


dnao.r 


&4 fo - ') y r 


M = 






s / e \ — E'a 


cn«0,r _ y/X TT __ I_ 

dna,, snao,r ~ (JkY^ A A snao,r^ 

(r) ^ ^ / (r) 

(/• = /•,, 7-2, .... r,,_i). 


(r>) 

(7)‘ 



K 


A'r 


- ^ A = 
n i i 


I 0)3 


/e',- 


/lAf’ 



PORMOLES. 


297 


LXXXIX. 


ir , . 

^O.r — ^ 

’ n 


(0 

sn 1 

fu 1 TT sn(M H- ao,r) 



(r) 

(v.) 

cn 1 

(U .\ TT ®0,r) 

A = cnw 1 1 

\^M / il cnao,r 



(/•) 

(:i) 

dn ( 

fu ,\ , If dn(w -+- ao,r) 

‘*"“11 dn(ao,.) 


(/•) 


(r = /-i, r,, . . r„_,). 


( 4 ) 

( 3 ) 


(.<■>) 


sn(^,Xi = 


M 


sn u 


cn 


dnf^,X) = 




n 

(r) 


sn^ w 
sn^ao.r 


(^,x)= cn«[J 


— /c2sn2ao,r sn* u 
dn*art./. sn*M 


cn*ao,r 




'•‘-'■2 

2 / 


I — ^*sn*ao,rSn* a 
cn*ao,rSn*M 

dn*ao,r 
/i2sn*ao,r sn* u 


(7) 


sn 1 

;»•») 

kM ^ 

"" '^T 2d 

sn (m h- 2 ao,r)T 





(r) 


(8) 

n — 1 

(- 1 ) = 

cn 

(rO 

kM ^ 

"" “X" 2d 

cn( W H- 2 ^ 0 , r)» 





{r) 


( 9 ) 

71 — 1 

^-lp“ 

dn 

iw^) 


dn(M 4- 2ao,r)> 





(/*) 




(/' 

= ^0, ri, 

> ^2» • • • » 

,-l). 



CILGUL DlFFfiRENTlfeL. 


Multiplica lion . 


2 fx K -f- 2 V K' e 


(— i) * sn(nw) — (— sn(M -H a|j.,v)» 
cn(nK)-^r-^'\ J^cn(w-Ha(i,v), 


^ I Tj — 1“ 

dn( 7 iK) = (— !)>'■' J[_| dn ( M -t- 


{r — n, rj, ..., r„_,)- 
|i = o, r,, rj, . . ., r„_i ; v = o, r,, rj, . . ., 
,en particulier ri = 2 , /’2 = 4) • • • > 


- 1 

n — i)J 


sn(nw) = sn w 


I — A 2 5n*^ajA,v sn* w* 


1 

cxi{nu) — cnu — 
dn(na) = dn w Ut 


dn^ajx.v sn* u 


■ sn^ajji^^v sn* u ’ 
A2cn2ay.,v sn* u 


A* sn2ajx,v sn 2 u ’ 


^ ^ (JA.V) 

£Jdn*ajx,v 


v = rj, ra, 


fx = r,, r„ v = o, riiri, =t r,, 





FORMULES. 


^^99 


XC (fin). 


( lo) 


n sni' nu ) ~ ^ sn( m -+- 2ar^s)^ 



f r, .V ) 

< ri) 

n — 

1 

n cn{nu) — cn(w lar^s), 



{r, s) 

U'x) 

n — 1 

(-ip' 

n dn{nu) — dii( a -i- ‘iar^s)j 


( f', A') 

r — f'ot f'i<t • • • > f'n~i » ^ ” ^ 0 ? ^ 1 ) • • • ? 1 

en particulier : i\) ■= sq = rj = = i, . . . , /•,*-! = ~ n — i 


FIN DU TOME 11. 


19803 Pari«. » Impr. 6AUTH1ER<V1LLARS ET FILS, qual do» Grands-Aui^usllna, 85. 







Demco 293-5 





The Hunt Library 
Carnegie Institute of Technology 
nttsbmgbi Pemuylnuiia 



UNIVERSAL 

LIBRARY 



iNIVERSAL 

LIBRARY 




